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Uebungen 

in ber 



Knwcnbung bcr Sntegral'Sicc^raing. 



SBon 



Dr. iittartin ©Jjm, 



9r9f. erb. an ter jtonidl« Um);erf!tat ^u Serlin; Sr^rer an ter ftSnigl. ifUdemeTnen Arieg^fi^ule 
ebenbafellb^; ber AaiferL SÜufjlfW Slfabemte ber SDiffmfib* iu €it. Deter«burg , brr Aonigl. 
Satter. 9Ifabemir ber SBtffrnfd^^ }tt aftunc^en, ber Academia Pontifida de* nuovi Lincel gu 
9i»nt, [9 %\t mehrerer anbent gelehrten ©efeOfi^afNn forrrfponb. a^itglieb; 9{Utfr be« Sflctben 
9(b1nr«Orben9 IIL Alaife mU brr ©(blrife. 



SÄit einer giguretitafel. 



mxO^tt^, 1856. 

äJeriag bet gttebt. Äotn'f^en Sur^l^artblurtg. 



y 



V\€ Sluffinbung Ux @umme t)on uttettbnd^))ie(en unenblid^fteinen 

t-dx, oin fs,y«dx*dy, ober fx,y,,«dx-dy*dz, 
ober, allfleraein, von ber gorm 

f'dxi'dxj-dxg ••• dxn, 
wo f eine gunftion ber n 93eränberli(<?en x,, x,, x, , ••• Xn 
iji, tt)5^rent) tiefen leftteren m6) unb m<i) alle, innerhalb ge^ 
gebener ©renjbebinflungen liegenbe, bejüfllid^ um bie (pofltit) 
gebac^iten) unenblic^iHeinen dxi., dx^, dxg, — dxn \)erfc^iebenen 
uttb t>on einanber unabl^Ängigen SEert^e gegeben gebad^it »erben. 

— aSon biefer ©ummation ^ängt in ber ©eometrle, bie S3ere(|f^ 
nung ber Sogenlängen (bieJReftiflfation), ber^nl^alte begrenjter, 
ebenen unb gefrümmten SlAcfienraume (bie Cluabratur) unb ber 
anhalte begrenjter Ä6r^>erräume (bie Äubatur) ob, — in ber 
Stotif ober, bie Serec^inung ber SWaffen, ber ©d&wer^^unfte, 
ber Slttraftionen, überhaupt bie Sered^nung ber mittlem ^roft 
(iJ)rer ®r6fe, i^rer 9li(^tung unb i^rem 2Ingriffe^)unfte nod^), 
wenn auf bie unenblic^tjielen STOoIecfile eine« Äor^)er6, ober einer 
(materieaen) aud 9Ro(ecu(en gebilbeten %la(S)t, ober einer (mate^ 
rleDen) au* 9RoIecfllen gebilbeten ?inie, irgenb Gräfte wirfen, 

— in ber D^namif bagegen, bie 93ere(^nung ber S^r-äg^eit*^ 
SRomente, ber ^ouptbrel^oiren unb no<$ bie 9eantn>ortung man^ 
^er anberen Svagen. — 5lber aud^ bei rein anal^tifc^fen Untere 



IV 55ortebe. 

fu^^uitflen fommen biefc aufgaben jur 6pvad{ie. ' 3)abei famt 
man in fielen, »ieüeld^t in fcen meifien gaUen, gcometrifdbe Se< 
traclitungen gu ^llfe nel^men, in \>ielen gaflen aber wieder aui) 
ni^ft. !Die grage: SBic fonnen fol^e ?ßtobufte ilbev^au^)! au«/ 
flewert^et weiten, unb bie anbeie gtaße: SBie fann folc^ed ol^ne 
Sujiel^ung geomctrifc^ev Settac^tupgen gefc^e^en, — ftnb ballet 
gleic^i wid^tig, unfc bie gnmblic^fte SSeantwortung beiber unet^ 
lA^Iid). 

llnb bocl> flnbet bei anfanget in ber f)6l)etn 9Jlatl)ematif, 
in feiner bi« jeftt t^ot^anbenen ©ti^tift eine nur einigermaßen 
au6reicl>enbe ®ele^rung über biefe wic^tigfien ?lmt)enbungen. 
©elbfi bie SBiffenfcl^aft läßt in ben SBerfen i^rer SWeificr, gerabe 
in blefer S3ejiel}ung, noct? mandbee ju »ilnfc^en übrig, ©iel^t 
man bo(^ fclbft l)auftg no^ foldbe Summen, mit befiimmten 
(einfad&en ober \)ielfacben) Sntegralen \)erw>e(jbfelt, wA^renb bie*^ 
felben jwar juweilcn bur* ein einjige« bejiimmted 3ntegral av^^ 
gebrücft werben fonnen, l^äuftger aber nur burc^ bie @umme 
mehrerer fold^er beftimmten Sntegrale. — S3ei \)ielen ©dbtift:^ 
fleWern jie^t ja felbft ber Segriff be« „beftimmten Sntegral«" 
tii4>t g«tta feft, fo bag man ba* SBort unb bad entf^)re(^enbe 
3ei^en, ba(b in bem einen, balb in einem gang anberen @inne 
gebrau(l?t jte^t. @o erlaubt eine fold^e 5)oit)^)elflnnigfeit an ben 
betreffenben ©teilen ^ieHeid^t fein mag, unb fo wenig anfloßig 
fflr einen mit bem ©egenftanbe Vertrauten, fo wenig jutraglidb 
Iji ein folc^ie« SBerfa^ren einem Slrtfdnger in bemfelben ©egen^^ 
panbe gegenüber. 5)erfelbe irrt ju lange im Slebel um^er, bie 
{t<^ i^m enblic^ irgenbwo eine li6)U ©teile auftaut, unb felbft 
bann l^at er bo$ no(!^ feinen ganj freien 9lu9blid. 

eüler ^at f4lon gelehrt, bur* weldbe« anal^tifc^ie ffierfal^ 
ren ba« ju fummirenbe ©lement umgeformt werben müjfe, wenn 
neue S}eranberli4>e eingeführt werben. Sa^lace (in feiner Mö- 
caniqne coelesle. T. IL), 3\>or9 (in ben Philosophical irans- 



Mottete. V 

actions 1809.) unb Slnbete, l^ahtti t)p»on bie n)i(f^ftgflen Sln^ 
menbungen gemaä^t. Siaein getabe eine bet tDtd^tigflen Svagen^ 
nAmlic]^ bie uUt bie ©renjen ber neuen befUmmten integrale, 
blieb, )>on bem n>iffenf(i^aftn(f^en Stanb^unft aud an«« 
gefe^en, fietö g&n}li(^ unbeacf^tet; man ^at fic^i immer bamit 
begnügt, in jebem befonbetn ^allt ber Slnwenbung, biefe ®rem 
sen (m($t aue bet Statur ber grage mit 9{ot^n)enbigfett ^eraud^, 
fonbem) nur auf vereinjelte SBeife l^erbei* ju Idolen, alfo o^ne 
boß man erfennen fonnte, wie in jiebem anberen befonberen gaUe 
\>erfa^ren n>erben möffe. 

2>ie grage wegen ber®renjen biefer neuen Sntegrale, 
wenn bie ber alten fefifle^en, ifi namentlicb für bie t)ielen gäQe 
um fo weniger t^oHig erlebigt werben (fobalb man geometrifcif^e 
©etracfitungen ni(bt ju .^ilfe nehmen fann ober ni(bt ju ^ilfe 
nehmen wifl) — wo ba« alte (einfa(^e ober) mel^rfa^e Sntegral 
ni^t tnxäf ein einjige^, fonbem nur iuxä) bie Summe jweier 
ober mel^rerer ber neuen Sntegrale au^gebrüdt werben fann. — 
3n biefer ä3e)ie^ung (ä^t namentlich bie !£)arßellung Sagrange'd 
(in feiner Theorie des fonctions unb in feinen Legons sur le 
calcul des foncUons) fafi aKed )u wänfcben übrig. 3nbem 
biefer auÄgejeid^nete Slnal^fi bie Differentiale unb 3ntegral* 
Sled^nung enbli<9 ))on bem Slip bed llnenbtic^f leinen befreite, 
ging er gu weit unb wollte aucb in ben Slnwenbungen biefer 
Slet^nungen (jur SReftiflfation, CXuabratur, Kubatur k. k.) t)om 
llnenbli(]^Heinen nidjftd wif^en. Slbgefel^en ba\>on, baf, inbem 
er feine abgeleiteten gunftionen in (Srenjen einfcblieft, bie ft(^ 
o^ne ®nbe fort ber Oleidjfl^eit na^em, — abgefe^en alfo 
ba»on, baf er eigentlicb bocb ba* Unenbltcbfleine, nur mebr 
Derfiedt, in feine Setrad^tung aufnehmen mu^, — abgefe^en 
ia'dort, baß fein aSerfa^ten in ben analogen Slnwenbungen 
auf flatifd&e unb b^namifc^e ^Probleme ein ungemein fcbwerfäl* 
(ige«, faum überall flar burd^faufü^renbed iß, — abgefej^en enblic^ 
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bat>mi, ba0 fefate Setoeife fär bie obeft gebac^ten Umfocmusi^ 
gm im^aai mi ^^oHig ber an i^m fonfi äberaO getoo^nten 
@4^&ife wxt> S>mäf^äfii^UU ermangeln, — etfäl^rt man, toit 
^M eine notl^tuenbige gotge feiner S^arfiellungdtoeife ifi, aber 
We ©tenjen ber 3ntegrale gat nic^W, b. 1^. er Idft bae toi^ 
ttgfie SRoment bei @a(^e ganj aufet 9I(fit. — @o l&c^etliid ed 
ip, bae UhenWidjfHeine in bie allgemeinen Seilten bet 3>if/ 
fetentiaU unb 3ntegtaU9ie(^nung jle^t nod^ mit aufjune^men 
(benn biee ifl nic^» anber« aW auf einen bereit* fiberwnnbenen 
©tanb))unft jurürffel^ren), fo not^wenbig ifl boc^ beffen Seräd^ 
fi4ltigung, \a beffen tjolle ainerfemtung, in benSlnwenbungen 
auf fl et ige Oro^en, — feien ed Stanm* ober Äraft*^®r6f en, — 
»eil man fiii) ber ©tetigfeit burc^ bie ni*t jietige (biö* 
crete) äai)l, nur mittelfi biefer ^ilfe bemfid^tigen fann. — 9lm 
mflffen jirenge Söeweife ber JRi^tigfeit bee ^auptfaftee ber 9itu 
»enbungen geführt werben. 

Seit 8agrange*e erwähnten arbeiten iji bie oben gebadet« 
grage t)on ben Slnal^fien faum me^r betu^rt toorben; man bc^ 
gnägte {x(b mit ber ^JJlöglic^feit ber Slnn^enbung ber oben ange^ 
beuteten gorm'eln, für ble gewöhnlichen praftif(^en gwgen. 3n 
ben ge^rböd^ern gab man bie ©a^e fo tt>ieber, wie man fie 
fanb. 3n bem 9ten S^eil meine« „©^fiem« ber aWatbematif^ 
^abe idb jtoar biefen ©egenfianb grünblid^er gu be^anbeln »cr^ 
fu(!^t; allein bie »orgefc^riebene Äürje, mit n>el(^ier in einem, 
ba« ©anje ber Slnal^ftö umfajfenben SBerfe, mancib^ elnjelne 
©egenßÄnbe be^anbelt werben muffen, erlaubte mir bodb ni^^^ 
auf bie Dielen ^erfd^iebenen ^4iunfte aufmerffam gu ma^en, welche 
alle, bei bem (Singe^en in'ö ©njelne, berüdfl^tlgt werben muffen. 
— 3n ber ab^anbtung be« ^4}rof. 3. 6. Ull^err (gu 3J?ün*en) 
„bie ©ubftitutiondformel bei ein^ unb mebrfad&en Sntegralen 
(iRümberg 1853.)" finbet fid^ enblic^^ ein eben fo fcfiSner al6 
prenger 83ewei« beffen, wa« Sagrange aufgefiellt f)aty allein 



Me gtage fibet ble ©efMmmung bet ©Tcnjen ber tieiien Snte^ 
grale, Mdbt ou^ l^fer in bet nöt^igen iSttrd&jiti^tfgfeft wnb ®eut 
Hc^felt ito(3& imbeantttjortet, eben \t)eil bet ffierfaffet nut ble ?ltt* 
gaben bed ?ogtange äuget ßttJrff^l f^t^« w«l> ten jweften 
3^eH bet gtöge nic^t weitet t)etfotgen wollte. 

atleö bie« bewog m\6), eine jufaHige 3elt bet 9»u#e, ble 
mit lönge gefehlt f^at, ju benu^en, um in einigen but(3bgteifem 
ben Selfplelen ble ^ouptftage jut ©))ta(]^e )u bringen unb fle, 
wo moglldb, auf eine fold&e SBelfe ju etlebigen, bag jebet aftti« 
finget in bet ^o^eten 50fat^ematlf, fic^ in ben Stanb gefegt 
fte^t, jebee anbete loöbate, l^ie^et gehörige ^ptoblem, mit Si^ 
^etl^eit, b. 1^. mit t)oIIem Sewufitfein beffen, wa6 et etteld^en 
Win imb wie et ed etteiclb^n fann, ju bebanbeln. Stebenl^et 
flaten jtcb babei einige, bidl^et wiffenfd^afHIc^ no^ nid&t gel^örig 
etottette Jßunfte t)olIjiänbig auf, fo baf , naäf meinet Uebetjeu* 
gung, audfe ble SBiffenfcböft aW folc^e, einige Heine gottfc^titte 
gemadbt ^aben bfitfte, obgleid^ bieö bei meinen Sltbeiten ftetd 
nut 9?ebenjwe<f ift. SWein ^autJtjwerf witb immet bet bleiben, 
fcfrwietigete unb biöl^et bunflet gebliebene Seilten füt jebetmann 
butd?ftdbtig unb juganglid^ ju machen. 6d&on ble blofe ^(fff« 
nung,.biefen Swed in Scjug auf ben ftaglic^en ©egenftanb in 
bet »otliegenben Sltbeii nid&t ganj tjetfel)It ju ^aben, gewa^tt 
mit gtofe ©efriebigung. 

SBeil ble meificn bet 3ntegtale, weldb^ in ben l^iet betta<i^^ 
teten Seifpielen et^alten wotben fmb, fic^i fe^t fc^iwet obet opet 
gat niifet wetben au^wett^en laii\m, — fo fSnnen biefe SRefuI^ 
täte, wenn man fie au6 bem ®efld^t6})unft bet unmittelbaten 
Slnwenbung auf baö ?eben anfielet, l^Äufig fe^t nuft^ unb 
beöl^alb wett^Iod etfdbeinen. Sin fold^et Sfnwanb ttifft abet 
wel^t obet minbet afle „Hebungen" unb jwat nic^t blo^ in bet 
SBiffenfc^aft; — j. 33. auc^ ble 2;utn^ unb bie militaitif(|ien 
„Hebungen", butcib welche nie ein 5J?enf{^>enIeben getettet obet 
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rin %mi ge{^Iagen n)itb. — SBon Mm, xoai tDit, in bec 
3itflmb »le Im f))4term ?eben, evletnen, brausen wir im )ftah 
tl\^cn itim, tvie äberbau)>t in bet n){tf liefen 9[nn)enbung, 
mdß nut einen Au^etfl fleinen Stud^tl^ett; — man „Abt ft4^" 
abet; unb ^^etfd^afft fid^ eben baburc^ bie gfi^ißfeit unb bie 
Oetoanbt^eit, nm^ n^enn man einmal \>ox einer n)irnidben 
Sebene^SIufgabe (3. 9. }ur S&rberung einer grfinblicberen 9latur^ 
lelire) fle^t^ feibifle mit bem not^igen ©efcbitf unb mit einet 
flt&^eten ^üffnm^ auf (Srfolg, angreifen ju fonnen. 2)aiu 
fommt nocf^, ba0 bie Slnwenbungen ber 9J{at^ematif auf bie 
fJaturle^re, wie fie in ben leftten 30 Sauren (fo wie früher 
i^cn auf bie „9»ed{ianif be« i&immeld") flatt gefunben ^aben, 
getabe ade Gräfte , aucib bed geübteflen Slnal^flen^ in Slnf^^rudb 
nehmen. 

9Ifo gerabe bie JBerfoIgung biefer, für ben SWenfc^eu aW 
foId{ien, wid&tigjien Slnwenbungcn, wirb „Hebungen", wie bie 
»orliegenben, jeftt t)iel me^r aWfröl^er notbwenbig ma(!^en, wenn 
ber @in)elne in bad wabre äSefen ber 9Bif[enfc^aft, anS^ t)on 
biefer Seite , nÄ^er einbringen unb baburc^ eben feine Sefä^igung 
aUfeitifler erjielen will. — (Sin ?ebrer ber Söiatl^ematif enblidj^, 
ber bie ?Pflic^t l^at, ?lnbere ju biefen wic^tigfien Slnwenbungen 
ber gefammten ^öl^em 5D?atbematif (auf grfinbli^ere Grforfc^ung 
ber Slfltur) \)oijubereiten , barf \?oHenbd nicbt ^offen, feinen 3we(t 
\^oQf)änbig ju errei<ben, wenn er ft<^*nic^t felbfl in bie gefammte 
a;^eorie bie Harfie ^inflcbt t)6rfd&afft ^at. 

^e^^alb glaube icb ein grünblic^e« (Singe^en auii) in bie 
t)orliegenben „Hebungen" empfehlen ju müjfen — überjeugt^.baf 
baö ©tubium berfelben feinem SlnfAnger in ber iefttgen*^5^em 
SRat^ematif, o^ne größeren yixi^m fein unb bleiben wirb. 

»erlin, im «ugufl 1855. 

SR. Olim. 
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#i5ortFereitilng. geflflellung * ter öotBegriffe m\\> genauere Uttterfiid^mi? 
gen üBet ben ^)raf«f(ien fB^xti) unb ®eBraud^ getöiffer ©leid^unge«. 
SS. 1-4 b. 

tiffle Uebttlig« auöbruc! füt bie ©umtne -Sf-dx unter t>er* 
fd^iebenen $oraudfc(^ttngen. •— ©enauere Unterfud^ungen 
über ben gfiertl^ ber SRefuUate. SS. 5. 6. 

dttpefte ttebttttg. Slu^brud für bie (Summe -Tf^y-dx^dy unter 
t)erfd^iebenen Soraudfe^ungen. 

S- 7. (Srfle Aufgabe. <-. Senn a<x<b unb m<y<ii ifr 

SS- 8- 9. Stoeite Slnfgabe. — ffienn augerbem nod^ (y-h)* > p(x-c) 

»orau«gefeftt ift. 
§.10. JDritte aufgäbe. — 2Denn o<x<b unb nc(^ (y~b)^ < P(x-c) 

»oran«gefe<^t toirb. 

S. 11. !85fung berfelben SlufgaBe baburd^, bafi ftatt x ein neuer SJerduber^ 
UdSier r eingeführt tülrb, mlttelfl einer Oleld^ung, toeld^e y nldjft in jld^ 
aufnimmt unb 

SS* 12. 13. n)enn blefe ©leld^ung aud^ nod^ y felbft in ftd^ aufnimmt. 

S- 14. @rfte allgemeine $lufgaBe. SBenn )ta>el neue ^eranberlld^e 
r unb 9 burd^ BedeBlge ©leld^nngen öon ber gorm x = y,^ ^ unb y = Vr, ö 
elngefül^rt toerben, toä^renb BelleBlge ©renjBeblngungen gegeben finb. 

SS- 15. 16. 9lntocnbung blefer allgemeinen dtefultate auf «^erflellung neuer 
^öfttugen ber brltten Aufgabe. 

S- 17. 9Bie ble beiben Aufgaben ber SS- 7. 8. mittelfi be« allgemeinen 
®a(^ed bed S* 14* elnfadffer unb eleganter Bel^anbelt toerben !5nnen. 



X 3ii^lt. 

S. 18. mit bafTelbe au(^ mit ber bntten 9Utfga»e (bf6 $. 10.) ber gall i|l 
unb tote bie tUUn ))erf4icbeneti aufl6fnn9en berfrlbcn aufgäbe ftii^ nun 
einfadSfer unb elegonter geflalten. 

8.19. 93ierte aufgäbe, ffienn ^ + r^<l »orau^gefett toirb. 

8. 20. JDiefelbe Aufgabe mit Qiufü^aiug ber beibeu neuen SJeranberlit^^en 
X = — unb y = T- . 

8- 21. ßtoti Söfungen biefer le^tern Aufgabe, mit ^tnfü^rung eine« neuen 
SBeränberlid^en r, flatt bed x. 

8. 22. S'lodSf ütoei fi&fungen berfelben Slufgabe, mittel^ ©infü^rung jtoeier 
neuen SBer&nberltdifen r unb 9, ßatt x unb y. 

8. 23. ©eometrifd^e SBetroc^tungen unb !B&fung ber britten Slufgabe (be« 
8. 10.) auf geometrif^^em aBege. 

'$. 24. S5fung berfelben 9lufgabe auf ge^metrifd^em SBege, to&^renb ftait 
ber Jtoorbinate x ber 9itabtu6f9ieftor r (au< bem ^tenn)>ttnfte ber Parabel 
genommen) eingeführt, bie anbere Aoorbinate y aber beibehalten tvtrb. 

88- 25. 26. Sdfung berfelben 9Lufgabe auf geometrifd^em SBege, ivenu^M 
• X unb y, bie beiben ^Polar^-Äoorbinaten r unb 9 (au« bem Srennpunfte 
genommen) eingeführt toerben. 

8« 27. ©eometrifd^e Stu^gfung ber Slufgabe bed 8- 19- 

§. 28. ©eometrifd^e ^ht^&fungen ber in ben 88* 21. tt. 22. rein anal)>ttf(^ 
betradjiteten $lufgabe. 

$. 29. ^ie SRaffe einer ^Ilipfe mittelfl Qinfü^rung eine« einiigen, mie and^^ 
gtoeier neuen SBerdnbertidSien: in 3)o^^el^3ntegraU au«gebrüdft. 

8- 30. 3)ie ©umme -Tf^y-dx-dy blo« für bofitiue 2Bert^e ücn x unb 
y gu finben, toeld[|e getoiffen S3efd^rän!ungen unterworfen {tnb. 

fbtiiit ttelbttttg» 9Bie bie @umme .Tf^yydx-dy-dz unter t>er^ 
fc^iebenen ^orau«fe^ungen, in breifadjfe beftimmte Sttte-- 
grale au«gebrüdft »erben fann. 

8. 31. SSierte Slufgab^. 2)ie @umme .Tf, y ^-dx-dy-d« in 3ntegrolen 

au«2Ubrü(fen, koenn y'+B'~px<0 unb x<b bleiben foUen. 

8. 32. IDiefelbe $lufgabe, toenn ftatt x ein neuer SSerfinberlidder r etnge^ 
fü^rt toirb. 
$lnmerr. !Daffe(be )9om geometrifd^en ©tanb^unfte au« angefel^n. 



3ii^>aCl. XI 

$• 33. ^te vierte Slufgabe (bed $. 31.)/ tomn ftatt x unb y, stori neue 
iBcWliiterlidiie r unb (p eingefül^rt toerben, iinb toeitn )uetfl nad^ r, bann 
na^ «p unb |ule^t nad^ %, fummirt tottb. 

$lnmerf. IDaffetbe ))om geomeirifd^rn @tanbbun!te aud angefe^en. 

$. 34. ®enn im $. 33. )uerfl nad[i (f., bann nad^ r unb pütf^i nac^ 's, 
fummirt »irb. 

Slnmerf. JDaffelbc au« bem geometrifd^en @tattbi)unft gefeiten. 

S. 35. SBenn juerff na^^ z, bann nad^ r unb jute^t nad^ y, fum^- 
mirt toitb. 

Slnmctf. 3)affe(be au« bem geometrifd^en @tanb^)ttnft gefeiten. 

$. 36. SBenn guerfl nad^ z, bann nad^ (/*', unb gule^t nad[i r, fum^ 
mirt toirb. 
51 um er f. JDaffelBe ani bem geometrif^^en ©tanbpunft. 

$. 37. 3toeite allgemeine 5lufgabe. — Sffienn 2:f^^^*dx»dydz burdji 
dinfi^^rung ))on brei neuen ^er&nberlid^en au^getoertlftet toerben foH. 

$. 38. 9{eue S5fung ber tjierten Aufgabe burd^ dinfü^rung \}on brei neuen 
SSeränbertidSien r, tp unb 9, n^&l^renb guerfl nadi r^ bann nad^ <f, mit 
^xütit nad^ & fummirt tuirb. 

$. 39. Senn ^uerft nad^ tp, bann nad^ r, unb }u(e^t nad^ $ fum^ 
mirt toirb. 

§. 40. günfte 5lufgabc. JDie @umme .^f^y. jg^-dx-dy'.dz' ju finben, »enn 

gy'»-|-h«"<px «ttb x<b gegeben finb. 

flnmerf. 5lu« bem geometrifdjjen ©tanb^)unft. 

g. 41. ©ed^^e Aufgabe. 3)ie Summe -2"f,,y, jj..dx'.dy'-dz' ju flnben, 

toe«n J! + ^ + ^ = l gegeben ift. 

8. 42. Siebente Slufgabe. JDie ©umme 2*f.dx.dy.dz ju finben, lt>enn 
xHy'+Ä'<l gegeben ift. 

$. 43. JDiefelbe, toenn ftatt x unb y, gtoei nett^ aSerdnberlidjie r unb (p 
eingefftl^rt toerben. 

S. 44, JDiefelbe, toenn ftatt x, y unb z, brei neue ©erdnberlid^e r, <p unb 
$ eingef&l^rt toerben. 

8. 45. ©etrad^tung. ber »orfte^enben «öfungen au« bem geometrifd^en ®e? 
{{d^t«^un!t 
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f. 46. ^ie aufflnbung »on 2:f,y^^.dx*dy.da.dt, untet bet SßexM 
ft|mig, taf man »ier neue SSer&ntetltdjie r, </>, i/i unb 9 einföl^ren tooSte; 
ober Ui bet (JHnfüi^rttng »on fünf neuen ^er&nberUd^enr ftait ber fihif 
alten in einem nod^ sufammengefej^teten Problem;* u. f. tt). f. 

i. 47« ^ttad^tung einiget einfad^eten unb am i^äufigflen ))crfommenb(R 
«dUe. 



UthnnQtn 



in t»er 



5Inn)en^u«9 htv S^it^xaUffit^nnnQ. 



Vorbereitung. 



«. 1. . 

^amit unfete Sefec ^em SBottrage immer ki^t folgen mögen, 
wollen Wefelben tjot aHm iDlngen bie nad&fte^enten Segriffe, fo 
wie \>k Sejeiddnung«*» unb au»btU(f^2Betfen fefil^aUen: 

1) 3n einet unenbUd^en Steige, weld^e nad^ gansen ^otenjen 
irgenb eineeSud^flaben, j. S3. h, fortläuft, »etfiel^en wir immer 
unter bem n*« ® liebe baöfenige, woefd^e« mit h» t)erfe^en ifi. 
a)a« 0** ®Iieb iji iaf)tx ba»ienige, »eld^eö ben gaftor h« f)at, 
b. ^. welche» h gar nid^t i^at, — unb nad^ biefem 0*'« Oliebe 
(n>eld£ied au(^*ba6 aUererße genannt werben fann) folgt bann 
ba6 1^' ©lieb, weiche« h' b. ^. h a(« gaftor l)at. 

3n ber Steige 

a+bh+ch>+dh«+eh*+ ... 
iji alfo a bad 0** ober aUererfte, bh ba« erfie, ch* ba« j weite, 
dh« bad britte ®Iieb u. f. w. f. (nadji unferer JRebeweife). 

2) 3ji fx irgenb eine gunftion tjon x, fo bejeid&nen wir 
bur^^ fx+h ober fb ober f» k. k. bejfiglic^ ba6, wad au6 i^r 
wirb, wenn man äberaU bejugßd^ x-j-h, ober b, ober a k. k. 
fiatt X fe^t. 

@o (ange x gang aDgemein gebac^t iß, (äft fi(^ fz+h aQe^ 
mal in eine nac^ ganjen ^otengen t)on h fortlaufenbe Steige s>zu 
wanbeln; n&mlic^ ee ift aUmal 

*) Unter n! ))erfie^en toix ta« $n>^u!t 1.2*3 ••« n, todl^venb toit, toenn 
11 = 1 ober =0 i^, allemal Ue 1 batuntev ))erfUl^en; alfc 31 = 1.2.3; 
l! = l unb 01 = 1. 

1 
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tmb in bicfer Sci^ t^ Oamd tra# obtccfk okct O^ @lifb feie 
Smtftion f. felbfl; tie iibrigm ^o€fft$ietttm jtnto im fOlgcainnfn 
cbenfaQd befHmMte, vett t^ abhängige (enbli^e) ^nnfti^ra t>on 
X, beten jlebe and ben nad)^ i^ot^ergebenben sab ber erfie f 
aud bem aQeter^en ober 0^ t^, mdf it^ümmt fe^gefleOten 9)e^ 
geln, beten Slntt^enbuttg \ai ISetttitcea ober ableiten ge^ 
nannt witb, gefunfcen »erben. — JJiefe jfoeffiaientett fftiftn 
ba^et bie !Detit>ationen i>m f^, mtb jioar ber Sei^ nac^; 
bie 1*S 2*S 3^ K- K. 

aSenn man Mof ^3)eriMitim'* f(^, fe t^ertd^ man fdSb 
f(^uoeigenb bie er^e batitnttr. 

aifo ifl ^ bie 3)etttva«cn t^cn t; aber ^ i^ bie (etfle) 
3)etit)ation t)on ^ imb bie zweite t^en t u. f. ». f. 

2)enlt man ftc^ in ber @lei(btaig L h imettbU^Rein (b. ^. 
immet Heiner no4^ ol^ iebe mdf fo Sein gebaute be(Ummfe ah* 
folute 3a^l) unb bann bittet^ dx bejeicf^net^ fo liefert foIctK biefe 
anbere, nämlich 

II. t+dx-t = ^-dx, ober df=^-as:, 
wenn bie Diffeteng jwifc^en ben gn x-Htx unb x g^origen 
aßert^en ber^ftion f,, bttr(!b df begeic^net ittrb. 9Ba(!b^ olfc 
X nm dx, fo n>a(^ß f nm df (wel^e« an^ negattt) fein fann). 
IDiefe sttfammenge^origen 3uti>a(^fe dx unb df , {tnb beibe un^ 
enbli(|fnetn unb n)etben bedl^alb 3)ifferentialien genannt, 
an« n. folgt no(^ 

«■• s=« 

b. ^. bie 3)er{t)ation f tm U, ifü allemal gleich bem Cluoir 
tienten j- ber gufammenge^origen fDifferentialien; fie wirb 

iaf)n ^Aiiflg aucf^ ber !DifferentiaI^Dttotient )>on 4 8^' 
nannt; unb bieienigen, n)el(^e ben (angegeigten) Quotienten 

df 

^ no(^ i)on bem ®ert^e beffelben f^ unterf(^eiben tooUtn, 



S. 1. ^otlktcitmid. 3 

nennen aud^ im leiteten, namlx^ ble gunftion f^, im 3)lf* 

ferentiaUÄoeffijicnten, weif fte In ben Oleid&ungen I. mi II. 
atö Äoeffijtent erfc^eint*) 

3>iefe 3)iffetentiaUÄoefftjienten (3)erbationcn ober Slbleu 
tungen), i. f). biefe (mHi6)m) gunftionen V)on x, namlidb 

C. ^. C. C» «. K. 

bejeid^net bec ffierf. gewöl^nöd^ buvd^ bie >id^m 

9fx, 8'fic, 9'fx, Ö*fx, Jc. K. 
unb et bebient fic^ jürtd baju ber (runben) 9, weil ex bnrd^ 
dx, dy, df, IC. IC. mit fiel^enbem d, düemal unenbli(^ne{ne 
3ttwad(^fc C2)lffeitnttalien) bejeid^net, »el^ie x, y, f, k. jc. er^ 
leiben foBen ober erleiben. 

aSerfie^t man unter „3)ifferenttiren'' einer gunftion f, 
(mä) Seibnife) ba0 Slufftnben be6, jum unenblic^fleinen 3«wacti6 
dx gehörigen unenblic^fleinen 3wwa(^fe6 df, fo leiert bie ®Iei^ 
(!tüng IL, baf ba6 „!Differentiircn" von bem ,,5)erit?iten" ober „2lb^ 
leiten'' toefentlid^ nid&t t^erfd&icbcn ifi, ba man aud ber gefunbenen 
auewert^ung f^-dx be« 3)ifferentlaU df, fogleid^ auc^ bie 21 b*» 
leitung ober Derivation f^, imb umgefe^vt au6 , ber lefetjetn 
fogleid^ au^ toieber ba6 !l)ifferential Af o^ne aßeitere^ ^infc^rei^ 
ben fann. 

3) 2)urdb bad ^d(i)m /jf^dx, wo jeftt f^ eine beliebig 
gegebene Sunftion von x vorficllen mag, bejeid^nen wir jebe 



*) ^dttc man in IL unb fotglid^ aud^ in III. bie übrigen ©lieber in I. 
gur SRed^ten UiMjaikn, fo mürbe bie III. fo ou^fe^en, udmlid^ 

S = fi+4?-dx+4fL".(dx)H ICH. 

iDie ^utnrne aQer übrigen ©lieber jur Sted^ten, bie uad^ f^ fplgen, ifl 
atfe ein Unenblid^IIeined , m^ti mit dx ))on einerlei Orbnung ifl, unb ba 
ttid^t« fo Hein beflimmt gebadet toerben fann, toetd^e« Heiner nod^ lt)äre, at« 
ba« Unenblid^fleine, fo ifl bie gebadete (Summe ber ÜftuU n&d^fl angren^ 
jenb, unb be^l^alB i^ bie ©leid^ung III. (unb mit i^r aud^ bie ©Uid^ung IL) 
eine genaue. 

1* 



4 8or§mititti9. S* i. 

gmtfHott Px, fceten aWeitutifl, =jf, b. I). tle fo i% 
baf man 

9Fx = f, 

^at. '3fi ot^t fj eine ter burc^ F» vorgefienten gnhftlonen, 



öfx = C* 



b. ^. tfi 
fo iß au(]^ 

fo lange nur c einen gan} ibeHebigen Sluftbtud (alfo eine ganj 
(beliebige gunftion anderer SSetänberiic^en) wt^tUt, bet abet 
y>on X unabhängig (na(b x conftant) ifi. 3rte Wcfet 
unenblic^t^ielen, butc^ Fx obet fx+<^ ))otge{)eIIten SunfHonen 
nennen wir ein Sntegtal Jbet gegebenen gunftion f^, na^ x 
genommen; unb in fo ferne ba« ^tiäfcn /f^*dx pe alle ju« 
gleid^ t)otPent, nennen wir fofd^e« ba« allgemeine 3ntegral 
bet beliebig gegebenen gunftion f, nadji x genommen. — 3ebe 
einjelne bejiimmte biefet gunitionen, — entwebet f» obet fx+c, 
n)o abet c bereit« einen )>61Iig befiimmten SBett^ et^alten i)at, 
nennen xok ein befonbetee 3ntegtal i)on 1^, na(Sf x ge^ 
nommen^). 



*) Clitt l&efottbere« Sntearal einer eittfßrtnigen gunftion fj faim 
uneiiblid^üielföttnig erfd^einen unb toirb bie« aUewal tfiun, fo oft bie 
einzelnen S&ertl^e biefet unenbUdift>ietf5rni{9en gunftion nur um einen, ))on x 
unoBl^&ndiden $ludbrud (unt eine itonftante nad^ x) ))on einanber ^»erfd^icben 

linb. - €o ift j. ». für i^ =i, ba« Snteöral /4.dx=/i.dx=fcisrx 

Hnenblidjit^ietfinnig; aBet man erl^dtt aud^ alle SEDertl^e t)on togx, toemt 
man ^u einem betfelBen La, alle SBertl^e ))on logi b. 1^. 2n;7*|/^ 
^abbitt, too n fotool^l 9htU, ald aud^ iebe ))o{lti«e unb negatit>e oanje Bali^l 

»or^ttt. — (Sbtn fo ifl für 1^ = -j--^, ba« Sntegral 

yy^-dx = Ar-j-dx = JBog. beffen a^angente x ifl. Söirb nun einet 
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4) 3)tä(ft fx. irgend ein befonbece« ^ntegtal Ux beliebig 
gegebenen gfunftion f^ aui, unb fz+c » Fx ein beliebige* 

bicftr nnenbUd^k^ieUn Sogen bitrd^ Arcig.x Be)cid|^itet, fo ftnb alle btefe 
Sogen btttd^ nn+Ärcig.x audgebtüdt, it>o n fotool^l 9htll aU aud^ jebe 
))oflHt>e unb negaibe gan^ 3al^l bor^eHt, toä^renb n ben falben Umfang 
be« Jtreifed ffic ben fHabiu« 1 (bte Subolffc^e 3al^l) ))otflettt. Segeid^net 

man nnn alle biefe Sogen bntd^ «r-Xr fö ^«t man J-rrrr »dx = -=-» 
nnb man Iftat sntSlecl^ten eine unenbltcijf))ielbeutige9ttnftion üon x, al< 
ba« 3ntegtal einet einbentigen gunftion tttT' ^^^ '• ^"^ oBgleid^ 
%x unb Y~^ nnenblid^biele Befonbere 3ntegvale (ton bejügliil^ — unb 
nad^ z genommen) botfl^llen, fo ifi bod^ feine btefet gmtftionen ba^ 



1+x' 

allgemeine Sntegval, ioeld^e« im ®egent^eil erfi erl^alten toitb, totnn ifian 
nod^ C abbiti nnb unter C ieben ^Cndbrucf berftel^t, ber fein x tnü^&lt ä^an 
^at alfo aU allgemeine Sntegrale erfl 

J*—*Ax = Zo^x+C = togx-^logc = log {ex) 

3)iefe ^emetfnngen gelten, fo oft bad Sntegtal eine logarit^mifdjie gfunftion 
ijt, alfo and^ ein Sogen j.S. Aresin. ober Are cos. w. k. — 3n jebem 
anbeten %aUt ifl bagegen jebe« Befonbere Sntegtal f^ =y*f^*dx mit 

4 J'^Ö^«»*^ tt«^ einförmig, nnb foHte 4 we^ß^^wiß gegeben fein, fo 
iftba« (Befonbere) Sntegtal f^ eben fo bielf&rmig, — bergefialt/ bag ju 
ieber Bejümmten Sorm bon ^ aud^ nur eine Beflimmte gorm bon f^ ge]^5rt. 
Unb bamit man iebeömal bte gufammengeBdrigen formen bon f^ nnb 
beffen Befonberem Sntegral f^ fenne, barf man fld^ nur bie Sotmeln für 
Ö(x")^ nnb ßJ^^dx fo fdSireiBen, ndmlid^ 

8(x-), = m^ unb /x-.dx = ^.x 

unb bann ^att x"^ linfd unb red^td iebetfmal einen unb benfelBen Sffiett^ 
bon x"" gefejt fld^ benfen, femer bie gormein für 9(a*)x unb ya* «dx 
fo fd^reiBen, ndmlid^f: 



$ Vorbereitung. Sl 1. 

Ht üMgnt tefonbeten Stttegrale berfelben gfunfticn 1^, md) 
X fjtntmmtn, — feenft man {i(d alfo tintec c einen befiimmten, 
imt X imaft^&ngigen 9(u0l)ni(f, — fo ifi notl^n^enbig 

Fb— Fft = fb— fa. 

2>ic(c 2>tff€fai}, bte ftete benfelben SBect^ be^dU, VDd^ed bet 
wmMidMrfcn befonberen 3ntegra(e man au^ immer unter Fx 
«crficfKn mag, be)ei(^nen n)it fitete burd^ 

mb nennen biefed 3^i(^^ ^^ allgemein^beflimmtee 3nte« 
gtal bet gegebenen Sitnftion ^, nad^ x genommen. 

6oI<^e6 ifi alfo mit f^ jugleid^ nur einbeutig, unb, wenn 
I^ t^ielformig fein foßte, für jebe elnjclne befiimmte gorm t)on 



•^ »/ logn 

^ann aber Un!d unb xtd^H unter %a jtetd unb überaU einen unb ben^ 
felben feiner ttnenbli(^))ielen SCßert^e vorgeftedt f!(i^ benfen. 

^a nAmtid^ bie Sntegrale aUer übrigen enttoidfett gegebenen Sonftionen 

4 

ou« biefen breien yk^.dx, /— -dx unb ya*«dx abgeleitet toerbcn, 

fo fann man nac^ ben ))orfle^enben Sormeln ffet« mit ^id^eri^eit beurt^eilen, 
»e^e gormen üon f^ unb y^-dx jufammengel^ören. 

Unb ba man in ieber beliebig gegebenen gunftion f^, aud^ »enn fie 
»ielf 5rmig fein foUte , Jebe einjelne gorm berfelben für fld^ betrad^ten f ami, 
fo !antt man folc^e nöt^igenfall« ftet« aU einförmig anfe^en unb be^anbeln. 
3^r befonbere« 3ntegral y^-dx ifl bann ebenfatt« nur einförmig unb »on 
jebe0mal völlig beftimmter gorm, ba in ben Sltt^nal^mtf&llen, »e bad 3n^ 

tegral unenblidS^^iele gormen befommt (toie y-«dx, StI^*^^' ^^'^^'^ 
biefe legieren nur um eine JTonftante (nad^ x) )))on einanber Joerfd^ieben ftnb, 
alfo iebe beliebige biefer gormen ald ein rid^tiged, ber gegebenen IDiffe« 
rengialsgunftion f^ oHernal juf ommenbe« befonbere« Sntegral üon f^ nadfi x, 
genommen toerben fann. 
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i^ ebenfaQd ))on einem einjigen (eßimmten SBert^e. @old^ed 
enthält ben SSetänDerlic^en x nid^t me^r, ifi abev, n>enn a unb b 
nod^ unbeflimmt ge(affen ftnb, im SIQgemeinen eine Sunfdon 
t>on a unb b. 

5) ®inb dX|, dx^, dx,, k. k. lInenbU(^f(eine ton bev# 
felben Otbnunft (bie xok bie erfteDrbnung nennen Knnen); — 
^nb a unb b beliebig gegebene reeBe ^af)ltn unb ifi 

dx,4-dx3+dx3+ ••' +dxn = b— a, 
wo bie Slnja^I n biefet llnenblid^fleinen, unenbIi(5groß fein muß, 
wenn b— a enbli(^ , übrigen« pofttit) ober negativ ifi (b. 1^. vdd 
h:>H, abei* an^ b<a gebac^t [ein fann); — werben alle b.lefe 
Unenblidfif leinen dx,, dx,, k. k. gleid^jeitig pofitit), ober gteicb^ 
jeitig negatit) gebac^t, je nactibem b~a jjojiti^? ober negorit) ge* 
geben ifi; — fe^t man enblicb in bie ©leid^ung IL nad^ unb nad& 
a, a+dxi, a+dxi+dxa, a+dxi+dx^+dx,, ic. K. ic. 
jule^t aber a+dxi+dx,4- ••• +dx„_i (b. \). b— dxn) fiatt x, 
unb g(eid^}eitig bejüglic^ dX|, dx,, dx^, dx^, ic. k. jule^t 
aber dxn jiatt dx, — unb abbirt man alle entfte^enben ®lei* 
tbungefi, fo erhalt man 

fb-fa = <l-dX|+ll^d^^-dx3+fl.^d,^+^^-dx3H hfb-dx„-dx„. 

9iWan bejelc^net biefe ©umme jur JRec^ten, axi^ unenbli(]&t)ielen 
unenblic^fteinen ^robuften, — bie alle burc^ f^»dx >)ovgefietlt 
ftnb unb weld^e au^ biefem le^teren $robuft l)en?orgeben, wenn 
man jiatt x m^ unb nad^ alle jwifcben a unb b liegenben, 
um unenbli^ wenig »on einanber \)erfd&iebenen SBertl^e [e^t, fiatt 
dx aber ben Unter fcbieb be6 jebeÄmaligen SBert^e« t?on x, unb 
feine« nädbjifolgenben gewo^ntidfi burc^ 

tt>o f^ al« bloße« Summen jeid^en angefe^en werben muß; 
unb man' nennt fold^e« f^ledbt^in ein bejiimmte« integral. 
— Die fo eben erhaltene @let<^ung laßt ftc^ bann, wenn man 
nodb bie (Seiten berfelben t)ei;tauf(i^t, fo fc|iretben, nämlid^ 
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ofcet (m^ 9?r. 4.) 
IV. y?fx-dx-/^.f,-dx, 

t.l^. bie \mxäf iM^tiä^tn jur ?tnfen bejeidjittetc Summe wirb 
aitdgen>ett]^et, mrni man Mc butc^^ bo« Dpcxation^tf^däfm 
gut JRec^ten tjovgefc^riebcncn 3le(^nun9cn ouÄfü^rt*). 

2)obet ifi blefc ©leiddung IV. eine \)oIlfommene ®Iei^ 
(j&ung, t). I[). eine fold^e, n)elcl^e linM unb tec^tö ßetd glet(^t)iel 
SBett^e l^at. 3ji nämlid^ fcie flegebene gunftlon f^ me^tfor^ 
mifl (me^tbeutifl), fo ifl aud^ t =/^.(lx eben fo t)ielf6tmtfl^ 
unt) man l^at nur (in ket önwenbunfl) ie'be bet jufammengel^ö^ 
tigen govmen »on 1^ unb t aucfi jufammen ju nel^men, um 



*) 3(1 y = f^ bi< jut Sttfciffe x = OP gc^Btiöe Drblnate PM einer 
Äutöe CMD (Sifi. 1.); — ift ferner OA = a, OB = b, PO = dx^, fo ijt 
f]j«dx ber SnT^alt eine« foU^eu ©treifen« PQMPT, unb t>a« S^i^^tt/^ ^•dx 
be seiden et bie @umme aller ber streifen, »om erfien gu x = a = OA 
ge^Brigen, BU ^um festen gu 1= 0£ = b-dx^ gel^drigen, alfo ben gangen 

Stt^alt ABDftlC, »Äl^renb ba« SeiJ^ff«« Tb-f-a^'*** ongieM, »le nun bie* 
fer 3n)^alt ani ber gegebenen Sunfüon (^ tüirflid^ Bered^net toirb. 

3fi ober bie Orbinate PM, g»ar eine gnnftton y^^ öon x, aUt nid^t 
bie bnrd^ «^ Begeidjfnete, fonbern ftellt je^t f^ Un iebe^maligen ^JofUiwn 
SBertl^ ber gunftion vTföyl" »or, fo ftettt ba« «Probnft f^.dx b. 1^. 

yH-öy».dx b. 16. (toegen öy^ = ^ nac^ III.) |/dxHdy» , ben nn.- 

enblidSifleinen 8ogen MN »or, unb bad 3ei(i^en y^^*dx b. 1^. 
y]J*|/r+8y|-dx Bejeid^net nun bie (Summe aUer biefer unenblid^Fleinen 
lIBogen, t}om erflen CF gn x = a gel^drigen, Bid gum itl^im DG ^n 
x = b-dx„ gel^Brigen, — alfo ben gangen SBogen CMD, — tod^renb ba« 

Seid^en Tb-r-aV'H^^^dx e« auaf^rid^fi, toeld^e 0led|fnuttgen man »or* 
nel^men muß^ um biefen ^ogen au^gured^nen. 
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8Ut Siebten (in IV.) We »etfctiUtenen, jut Sinfeti angeieifltcn 
@ummen audgemrtl^et }u f^aben. 

8. 2. 

UebtigenA ge^t au6 tet 2>efinitton tiefet @ummen)eicl^en6 
f^ nodd ^en>ot, wenn f» eine beliebig gegebene gunftion »on 
X t)otjient, bieiDic fte» atö einförmig anfe()en, wenn jie audb 
me^rförmig fein foQte, weit xo\x bann nur eine befiimmte i^tet 
gormen xtCi aiuge faffen woUen, — baf aflemal 

i^, weil bie SBert^e »on f« linW unb tedfete biefelben bleiben, 
nur in umgefe^rter Drbnung erfc^einen, ber anbere gaftor dx 

(pofitit) ) 
ober linW fieW < fv)!^'*' ^^^*^ ^*^^^ *^^^" fll^i^J^Wg 

(negati))) :> 

j «.j h ie natjfbem b^a geba^ Sorben iji, in fo ferne 

wir bei «nferer eingeführten Sejeid&nung, jur ©ebingung gemad&t 
^aben, baf man jletd ))on ber untern gur obern ®ren)e 
(burd& ^injufögung ber pofiti»en ober negatitjen ^ViXociSi\t 
dX|, dx,, dxj, ••• dxn-i) übergeben »olle, fo baf lefttere 
j)ofitit> ober negatit) genommen werben muffen, \t na(^bem 
bie untere ©renje Keiner ober grofer aWbie obere fid^finbet. 
gemer iji nod^, wenn c eine ganj beliebige britte reelle 
3tt^l t)orfieBt, 

VI. 7?fx-dx = 7:^fx-dx+/,'t.dx 
unb 

VII. /^^fx-dx =y;%- dx-y;%.dx *>. 

8e^nlid&e«, nur umgefe^rt, wenn c>b>a ifl. 



•) 3fl aber |. 23. b>a, fo jinb bie dx in VL unb VII. jur «infen 
aUe ^ofitit) gebadet; i^ nun nod^ a<c<b, fo ftnb bie dx ixi ben 3ei(^en 
f^f^*dx $ttc Üted^ten )>on VI. uttb VII. ^ofitit, tme audfi nod^ in bem gtoei« 
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8. 3. 
S5ei \)n Sluffinbung elneö aDgemeinen Sntegraie /fx^dx 
fft^tt man ^auftg einen neuen SBerdnkei'Iic^en z ein, baburd^, I 
baf man }n>tfd^en x unb z eine beliebige @(ei(i^ung annimmt, | 
fo bafi fie, nacb x aufgeloji, föv x eine, burc^i x,. airögebtödte 
gunftion t^on z liefert; — unb^bie nöt^ige 9Sorfd&rift be« toei* 
teten SJevfal^ten^ ift bann audgebtödt buvd^ bie ©leie^ung 

VIII. /f,.dx = /[f(,).9x,].dz*), 

wo f(2) biejenige gunftion t>on z vorteilt, welche au^ fx l^ec^ 
»orgelet, wenn man überall bie Sunftion Xz \)on z, jiatt x fe$t. 



tett^^ummanben jur ffU^ttn in YL, bagegen flnb glei(i^$eitt0 bie dx negatit) 
in betn (Sttbtrai^enbett bct JDifferenj gut Siedeten üon VII. — 3Bare aber gtoar 
b>a, alfo bie dx jur Äinfen in VI. unb VII. no§ oKe Jjofltit); todre ba^ 
gegen c<a<b, fo h)dten alle dx in bem SWinuenben unb ©ubtra^enben in 
VII. jur fRtd)itn, toie in bem erjlen ©ummanben in VL jur fftt^Un äße 
negatiö, unb nur bie dx voären alle ^jofltiü, »eld^e fic^ im gleiten ©nm^ 
manben gut S^ed^ien »on VI. »orfinben. 

*) 2)ie ©lei^ung VIII. le^rt, baß, Wenn man öon f^^y^^^ irgenb ei» 
befonbere« integral nad^ z nimmt, bajfelBe audj) aUemal ein befonbere« Sn^ 
tegral öon f^^ nad^ x fein muffe. — ^er f&tmii biefer gormel toirb fo geführt: 

3fi ndmlid^ F^^ ^ß^^dx, fo ijl SF^, = f^. ^Wad^ einer Faustformel 
ber 5lbleitung3K3)ifferentialOSHed^nung ift aber, h)enn F^^j ba« »orflellt, 
toaö au« F^ h)irb, fobalb man überall bie gunftion x^ öon z, fiatt be« 
©ud^flabenö x fe^t, — aUemal 

/ dF.^. dF, dx \ 

alfo ifi aud^ 

öF(,) = f,.Öx, = f(,).9x,, b. l^. F(,^+c = /f(,).8x,.dz, 

md^renb F^^^rrF^,, alfo aud() = ffy,*d^ ift- Q. E. D. 

SWmmt man in VIII. linfö unb red[it« nidj)t bie allgemeinen Snte- 
grate, fonbem jebeömal nur ein beliebige« befonbere«, fo fbnnen otter^ 
biug« bie beiben leiten ber ©leid^ung VIII. um eine i^onjiante c (nad^ x 
ober z) t)on einanber öerfd^ieben, alfo nid^t einanber gleid^ fein, weit toir 
blü« beriefen l^aben, bafi Beibe Seiten ber ©leid^ung VIII., nac^ z bifferen- 
iiirt, einerlei SRefuttat geben. 9limmt man aber auf ber einen Seite ein be? 
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SBitb fx ctnbeuttg \)ovaii«gefc^t, fu^rt man aber eine (Slei^ 
d^ung jwifc^en x unb z ein (j. 8. feie ®leid^unfl x^-2xz+l =0), 
welche für x eine mc^rformifle gunftion x^ t)on z liefert (in 
unfetcem 95eif»)lel tt)iri) x, =z+)/z^-l), — fo ifi ncÄ^wenktg 

au(^ Sxz mit Xz gleic^üfelfotmifl (^ier, Öx^ = "V , tt)ö 

KZ^— 1 

aber in x^ wie in 9xz bie Vz^-l überall einen unb ten^ 
fcfben i^ver SBert^e t^orfteUt); imb fceö^alb werben nun oud 
f(z) unb /[f(8)*9xa5]-dz me^rformig werben, wie auc^ fd&on 
barau^ ^ert>orfle^t, baf F(z) b. ^. /[f(z)*9xz]i(lz aud F, 
entfielt, wenn man fiatt x bie me^rfßrmige gunWon x^ fubflituirt. 
gaSirb nun in biefer me^rförmigen gunftion /[f(z)-9xa]«dz, 
ftatt z wieber fein SBert^ z» in x audgebrfidt, gefeftt (namli^ 

14-x* 

in unferem SSeifpiele Zx = ~i — ), fo gel^t bie eine ber 

beiben gormen >oon /[f(z)-9xz]*dz wicber in bie gorm 
/fx-dx ober Fx uberj ^od^jiend ift baS befonbere Sntegral 
/[f(,)*8xz]«dz t)on bem befonberen 3ntegral F» nur um eine 
Äonjiante tjeifc^ieben; bie anbere gorm 'oon /[f(z)*9x2]«dz 
ijl aber im allgemeinen t)on F, wefentlic^ \)erfd^ieben, b. l). ni^t 
blo6 um eine Äonjiante. 

3ft J. 33. fx = 2x, fo it^ Fx=/2x.dx = x^ - gür 

X = z+)/z*^ wirb nun dx^ = ^"^^ unb 



f^,) = 2z+2VV-r, alfo 



Vz»-i Vz-^-t |/z^-r 



fonbere« 3ntegtal^ ouf ber anbeten (Seite bagegen ein befonbere« nebfl nodjj 
einet Jtonjlank c, fo fann c immer fo gebockt tocrben, baß beibe ©etten 
bet @Uid^utt9 VIII. tojtflid^ einanbet gleich flnb, fo bog bie eine F^^^), bie 
anbete bagegen F^^^ i|l. 
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/[fw9x,].dr = 2z»+2/^^^.dz = 2z»+2zV£5IT, 

«/ ]/z* — 1 

welche« giefultat \)ott F(,) = F, = x* = (z+V^z^^y 

= 2z*— l+2zl/z*— 1 , nur um bTe Äonjiante —1 \>erf^ieben tjl. 

©0 tt>le man nun ffltt ^etefn jiatt z wieget feinen SBcrt^ 

14-x* 
Zx, = -^ — futpituirt, fo et^ält man 

(Se iji obet V'cl-x*)* =±(l-x«)} nimmt man nun fea« 
obete 3ei(<>ett (+), fo iji k« »otjiel^mfce 8luebiu«f weitet 

unt) Wefe« JRefuItat iji t)on F,, nämlicli t)on x* W)cfcntn(l& 
(t). ^. nid^t blod um eine ^onßante) ))etfd^{ebeh ; nimmt man 
abet bad untere (— ) ^üä)in, fo iji fcer obere 2lu«bru(f weiter 

1+x» ri+x» 1-xM 1+x» , , . 

unb biefer SluÄbrud ifl t)on F», namlid^ tjon x% nur um eine 
Äonßante \)erf(i(|ieben. 

„3)ie obige ©leid^ung VIIL, nämlid^ 

VIIL /f,.dx = /[f(.).8xj.dz 

„ip bal^er im Sllljaemeinen feine t)oKfommene ©leic^ung, b. ^. 
„beibe (Seiten berfelben fönnen nid^tunbebingt für einanber 
„gefeftt werben, weil bie .re<!bte Seite, aud^ wenn man bie alt 
„gemeinen Sntegrale nimmt, boc^i eine SRel^e t)on SSSert^en ent* 
„galten fann, welc^ie auf ber anbem ©eite nid&t \)orfommett." 
3)iefe SBa^r^eit ifl e« aber, weld&e wir l^ier ju^ 
nÄd^fi mit SlaclibruÄ ^er\)or^eben wollten, 
„dagegen ifi biefelbe ©leicfiung VIIL allemal eine \>o\itom 
„mene, b. ^. beibe Seiten fönnen unbebingt für einanber gefegt 
„werben, fo oft bie gunftion Xz, weld^e fiatt x gefcfet wirb, 
„nur einförmig ifi." 
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au(^ bje6 tt),onett W)iv bcfonbet« feji^alten. 
3ut Erläuterung ber (enteren 93el^au)>tung mag nod^ bad 
na(if^flel^enbe Seif^iel bienen. 

— blefelbe gunftion, wld^c tt)it fürs t)or]^ct; M ben SBert^ t)on 
fw8x« flefunbctt ^aben — ate eine juetfl flegebene gunftion 
»on z angefe^en, unb e« tt)erbe f(pz*Az babutd^ gefunben, 
ba^ man einen neuen SBerSnberli^en x einfuhrt mittelft berfelben 

obigen ®Iei(bung x'-2xz+l = 0, m\i)t z = z^ = ^^^ 

liefert, — fo giebt bie VIII. fogleid^ 

Vin,. /9).-dz = /[9(x)-ÖZx]*dx, 

»0 qp(») bad bebeutet, wa« au« q>z tt)trb, tt)enn man fiatt z 
bie gunftion z, ^on x fubjiituirt. Sefet ifl aber z,, alfo aud& 
9zx nur einbeutig (einförmig); be^l^alb ^at ieftt aud^ g)(x) nid^t 
me^r ttnb nid^t n)eniger SSert^e oXi q>^ unb genau biefelben; 
baemal ifl alfo bie obige ®leic|iung. Villi, fi«^ t)oltfommene 
®le{d^ung, b. ^. eine ©teiddung, beren beibe @eiten unbebingt 
für einanber gefeftt »erben fönnen. 
@d wirb n&mlid^ 

>^z"^l=±^ unb 2z^-l = ^, folglich 



y(x) = 2 ^^ y^^^^y^ alfoentweber y(,) = 

ober 9)(x) 
Serner wirb 



ober 9)(x) = — j^ 



x(l-x»)' 







folflH(^ iji 




flp(x)*9zx enttoeber = — j:, ober 


= 2x; 


bej^aft Wirt 





/[yw9zx]'dx = x=«5 
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mit fo fie^t man l^iet jm Stechen bie beiben gotmen be« 3m 
tegfol« ffn^dz, in X audgebrütft. 

aßicb fca^cv /q>z^Az = rp^ fl^^fr^f «nb \)erjiei^t man untct 
t/'cx) ba«, wa« au6 i//« ^ctvotflc^t, wenn bie gunftion Zx flott 
z gcfeftt wirb, fo ev^alt man jwci gormen fiir V/(x), vocl^t 
i)on bcn bciben govmcn x=*=2 ^öd^jiend nur um eine Äonfiante 
»erf4)ieben femfönnen. 

Unb in ber Xf^at finbet jtc^ burdji birefte Sntegration, woie 
\m im tJoriflen $araflrai)^en gefeiten l^aben, 
fg>z*dz = 2z^+2zl/z^-l {= V/^); unb biefe gunftion t)on z 

fle^t in ber X\)at in x=*=^ über, fobalb z^ 1 1). ^^^ fiatt 

z gefeftt unb bie Ouabratwurjel, wie bieö fein muf, allge* 
mein, alfo )tt)eif6rmig genommen wirb. 

@ubftituirt man enblid^ in bem, na($ Slttwenbung ber ®Iet^ 
4iunfl Villi, für /qp.-dz flefunbenen 9lefuttat, x^^, jiatt x 
wieber bie aud ber angenommenen ©lei^ung x*— 2xz+l = 
für X ju entne^menbe (jweiformige) gunftion x, t)on z, namlid^ 
z+j/z*— 1 , fo erhalt man 



fowo^I (z+l/^^=T)' b. f). 2z»-l+2zl/z^-^l 

al« au* (z+1/z-^ZT)- b. ^. (^^pj^)' 

b. ^. (z-l/z^^^ b. I). 2z»--l~2zl/^^=r 
unb jeb^e biefer beiben ?RefuItate entt)alt bad anbere bereite in 
fl^, weil j/z*— 1 allgemein unb ba^er jweiformig ifi. 
3ebe« biefer JRefultate Ift ^on bem tjorl^er gefunbenen tpz nut 
um bie Äonfiante 1 tjerfc^ieben ♦)• 

*) ^ted lief fld^ üexfftx feigen; benn ba bie ©leid^ung jkoifci^en x unb z 
eine toillfürUdjfe ift, fo fann man x = z+^z»-l mit ber au0brüdCti(||ett SBe^ 
bingung annel^men, boß bie ]/z»-l nur al« einbeutig angefel^en toerben 
fülle, ül^ne bie gorm naiver gu Begeid^nen. 3ebe ber beiben gormen »on 
/(p^*dz, alfo aud^ \)on i/z^^^^, muß bal^er, foBalb man jlatt x feinen 9Dett^ 

z+|/z'-l feftt, bie beiben gönnen be« 3nte9?al« fif^'dz geben. 
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anmetfuitfl. Da, tt^o bae pxalt\\(S}e Sntcflwen Ux tnU 
tt>icfett flcgebencn gunf Honen (flewo^nlid^ bic Ouabta tuten 
genannt) gelcl^it wirb, xoixi bie Sntegration Der gebrotfienen 
rationalen gunftionen auf feie einfacbjien pHe, ndmlic^ auf 

y^T^*"^^ ""*^ S(cxJ+ßr ^^'' juvütfgefü^rt. Diefe lefe. 
tcren werben nun mittelji bev t?orjie^enben gormel VIII. gefunben, 

z—S 
mbern man ax-^-ß — z, alfo x=-^-^ fe^t. SBeil aber 

nun X eine einförmige gunftion »on z ift, fo liefert biefer 
fffieg für jiebed biefer 3nte3ra(e wieberura nur eine gorm. 
33ei ber 3ntegration berjienigen irrationalen gunftionen, 

n 

welci^e Mo^ Vax-^ß ober blo6 ]/— T^ entl)alten, bewirft 
man bie 3ntegration wieber mittelfl ber ®Iei(^ung VIII., inbem 

n 

man Vax-^-ß^z unb 1/ Jjl ~z feftt, woburd^ 

x = — ^ unb x==— — ^, b. ^. woburcfi x« jiebe«mal 

nur einbcutig wirb. 2lu^ l)ier erhalt man alfo (für jebe be^ 
^mmte gorm ber n*« aBurjeln) boc^ immer nur einen einbeu^ 
tigen Sluöbrud in z. 

93ei ber Sntegration beriehlgen irrationalen gunftionen, 
weli&e Vax^-t-bx+c enthalten, wirb bad 3ntegral meiji auf 
We Integration einer rationalen gunftion jurucfgefu^rt burc^ 8ln^ 
wenbung ber Oleic^ung VIII., baburc^, baß man entweber 
Vax*+bx+c = x}/a+z / ober Kax'+bx+c = ]/c-|-xz feftt, 
ober baß man t)or^er ax*+bx+c in a(x— p)(x— q) \)erwan^ 
belt unb bann l/a(x— p)(x~q) = (x— p)z fejt. 3n allen 
brei ünna^men befommt man aber fär x eine einförmige 
gunftion wn z, woburc^ eben bewirft wirb, bap baö neue 3n^ 
tegral /[f(z)-9xz]*dz ein rationale« ifi. Die Cluabratwur^ 
sein ya, yc werben babei einbeutig genommen. 9l(fo giebt aud^ 
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fei McftM gaOe bie ®(d(l&ung VIII., eben M>etl fie nun eine 
t^^Ufommene i^, tDiebetum eine t>oOfommene ®(e{(^ung jnm 
SlcfttUat 

®ei bet get»8l|(nli(|ien 3ntegtation bet tranfcenbenten gunt 
ti^nm fann bie Sad^e ieboc^ anbetS {i$ gehalten. 3)ie ^iet 
l^otf^mmenben tranfcenbenten S^nftionen finb aud eir)>onentielIen, 
ttrfe p•*^^ e«-^'^ Sit» (ax+b), Cojr(ax+b), Tg (9ix+hl 
U.U. iinb au« logatit^mifc^ien, wie fog'(ax+b), Arc8in.{9Xr\^\ 
Ärcco$.(jKL'\'V)f U.K. jufammengefe^t. @e^t man nun 3.8. 

SinxszZf fc »irb dx, = ==r fc^ion jweibeutig, unb 

We« fommt ballet, »eil x « i4rr ^m. z = — •fog-(l/l— z*+z.i)») 

fd^on )t9 ei beutig**) iß, tt)enn man aud^ \)on ben Abtigen 
flBettl^en beft ^rcu^, wel^ie ))on einanbet nut um eine ^on^ 
ftante (2n7r) t^etfdpieben jinb, abfita^iten tt)ia unb fann. IDte 
Slntvenbung bet Sotmel Vin. n)itb alfo in biefen SäQen föt 
/[f(*)»öx,]»dz eine »ielfStmigete gunftion t)ön z, liefern f6nnen, 
al« /fx*dx =» Px e« iji. — Unb bedl^alb fann bie Semetfung, 
bap im Sldgemeinen bie ©leicfiung VIII. nut eine unt)oOfommene 
ifi unb nut mit SBotfidbt benuftt n>etben barf, au($ eine n>e^ 
fenttid^e ))taftif(9e Släftlic^feit gen)innen. 

$.4. 

6inb a unb b beliebig teeB unb ifi a<b5 ■-- flnb bejfig^ 
tidd a unb ß bie teellen Sßett^e ))on z, tt)e(d^e aud x = x« f&c 
X « a unb X = b jid{f etgeben; — fo iji nidbt blo« {mä) %. 3.) 



*) Unter i »erjlel^en toir immer bie ]/M. 

••) 3ft n&mlic^ iirc«in.z = s, fo ift anc^ ilr<j»in.x = 7r-£; unb 
tiefe letztere Sorm n-z i^ i»on ber erfleren s, um ettoad anbetd oI« um 
eine Möge J^onflante t^erfd^fieben. ^te übrigen Söertl^e finb bann 2n7i+s 
unb 2n;r+(7r-2) b. 1^. (2ii+l);f-» unb jeber ber lefttem Stellte i^ »on 
iebem bet erfiem 'Stetige vxx c+2» berf<^|ieben. 
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Vni. /fx.dx = /[f(,).9x,]-dz, 

fonbetn anci) nod^ allemal (8. 1. 3lx. 4.) 

im älllgemeinen eine nuv unt)ollfommene ©leid^ung 
unb nur bann eine ^ollfommene, wenn Xz einförmig 
eingeführt iji; ^ ^. wirb /fx-dx = Fx unb 
/[f(.)-9x.]-dz = g)^ gefunben, fo ifi 

IX. Fb-Fa = (Pß-(pa 

im aUgemeinen eine (Sleid^ung, beren linfe Seite nur einen ein^ 
jigen SBert^ ^at, weil wir fx einförmig \)orau«feften, beren 
rechte Seite aber 1, ober 4, ober 9, ac. SQBert^e ^at, j[e nadöbem 
bie gunftton x«, weld^ie jiatt x gefeftt worben ifl, nur einfor^ 
mig, ober jw ei formig, ober br ei formig ifl ober no^ mefjr 
gormen ^at. — (So bleibt bal^er bie grage ju beantworten, 
welche ber gormen t)on q>(3, unb g)« genommen werben muffen, 
itt jiebem einjelnen gaHe, bamit bie 35iferenj qPß— g?« ben 
SBert^ Fb—Fa wirflid& gebe; bei weldfier Seantwortung fi(^ ^eri» 
au«|iellen wirb, baf ben SBertl^en q)ß unb 9)«, in ber Dlfferenj 
9)/3— 9>a, burd^iaud nic^t immer ein unb biefelbe gorm »on q>zf 
ju ®runbe gelegt werben barf. 

SBir wollen aber bei biefer Unterfud^ung bie gunftion x^ 
nur jw ei formig \)orau«feften, unb Zx nur einförmig (j. 33. 

x = z+Vz^^, welche« z = te! liefert. 

Sejeld^net man aber ba6, wa« aM Fx wirb, wenn man 
X, jiatt X feftt, burd^ F^z), fo ift g>z üon F^^) ^ö^jiend nur 
um eine Äonfiante »erfc^ieben, b. i). q>z = F(i)+c, woburd^ 
g>ß—q>a = F(iö)— F(„) wirb. SBir fönnen alfo in ber Unter«» 
fu^ung jiete F(z) jiatt 9?«, nehmen. 

3ji aber m ein SQSertl) \)on x, unb jtt ber jugel^örige SBertl^ 
t)on z, fo ^ängt alleö bat)on ab, 

1) ob ber SBertb f^ unter ben mit x jugleid^ waclifen«» 
ben SBert^en t)on z, jic^ befinbet, — ober ob 

2 



2) bcrfcftc SHJett^ /t untev elnev JRet^e abnc^men^et 
»ert^c t>on z, fi^ befindet, wa^renb bfe iUfle^ötfßett SBettl^ 
"om X n)a(^fenb gebac^t »ovben finb. 

(S« Ip ndmlld^ dx = 9xz dz; ba nun dx in bctb€n 
giOen (l.iinb2.) ))ofiti)) gebadet iß, fo ifl dx^ mit dz )iu 
flldc^ ^oiitit), ober }ug(ei($ negativ. 3m gfaUe ber 1.) ifl ahn 
dz j)ojltlv, alfo muß aud^ 9x, ^jofttit) genommen werben, — 
wÄ^tenb im gaUe bet 2.) dz negatit) ifi, alfo anäf 9xz bann 
negatit) genommen werben muf. 2)a nun Xz eine jweiformige 
gunftion t>on z ift (ber SBorau^fe^ung jufolge), fo ifi aucft Sx, 
jweiformig. ©efinbet fx^ nun unter ben gBertl[)en üon z, welche 
ju ben »on —od bi« ju +qo l)tn peW wac^fenb gebadfeten SBer^ 
t^en t)on x geboren, ein SKayimum^Sffiert^ y, welcher ju x = c 
geboren mag, — fo befinbet jtd) auf bei ben ©eiten ber Steige 
ber SBert^e t>on z, ein unb berfelbe SBertl^ ^i t>on z, welcher 
<:y ifl unb a« wefc^em jwei SBert^e t>on x geboren, ber eine 
m, <:c, ber anbere m', >c. — ©e^ort nun z = ^t ju x = in, <:c, 
fo ifi ber %aU 1.) »orl^anben unb man muf nun in F(z) bie* 
ienige ber beiben gormen 'oon x» flcfc benfen, beren jugel^orige 
gorm üon 8xg für z = ^i ppfitit) wirb; gebort aber berfelbe 
SBBert^ z = /ii ju x = m' >c, fo ift ber gall 2.) »or^anben, 
unb e« mu5 nun bie anbere gorm t)on x^ in F(j) genommen 
werben, biejenige namlidji, weld^e fitr z = /it negativ wirb. 

®anj analoge« gilt, wenn ber gu x = c gehörige Sffiert^ 
z = y ein SKinintumafSBert^ »on z wäre. 

3)anad^ bilbet fid^ folgenbe Siegel: 

Sefinbet ficb ber }U x gel)6rige SBert^ t)on z, unter ben, 
mit X jugleicti wac^fenben SBert^en üon z, fo ifl ?(«> nur 
bann =Fx, alfo au(fi nur bann (pz = Fx+c, wenn F(z) au« 
Fx baburc^ l^enjorgegangen ifl, baß flatt x biejenige ber beiben 
gormen t)on x^ gefegt worben ifl, beren juge^orige Ableitung 
itez, för biefen SBert^ »on z, pofitit) wirb- 

Sefinbet fic^ aber ber ju einem gegebenen Sffiert^e ^on x, 
gel^orige JKJert^ ^n z, unter einer abne^menben Steige üon 
SQBert^en ^on z, wel^e ju einer wad^fenb gebadjiten JRei^c ber 
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Sittti^t »on X, gcljotcn, — fo muß, wenn F(z) fcen SBert^ Fx 
geben foB, b. Ij. wenn -fpz == F^+c werben foB, — ftatt x 
bie ankere gorm t)on x« gefeftt gefcad^t werben, bieienige näm^ 
Ifi^, beren SlNeitung dx^, für biefen SBert^ t>on z, negatit) ifi. 

(SoB alfo /3^„[f(z)-öx,].dz, b. I). (jP/i-y« bem /b^J^-dx, 
b. \). ber 2)ifferenj Fb— F» gleich werben, fo muf man bie 
SBertl^e i^on 9/3 imb qp„ 

A. ben !pofit{t)en 2Bert^en üon 9xz, für z = /? unb für 
z = a entf^jrec^enb nel)men, fo oft, wa^renb bie SBertlje t)on x, 
»Ott X = a an bt« gu X == b ^in fie» wai^fenb gebac^t werben, 
bie juge^origen SBert^e t)on z, t>on z = a an biß ju z = /? 
^in, entweber jietd wad&fen, ober bod^ ju 81'nfang (bei z = a) 
unb JU enbe (bei z = /?) im SBac^^fen begriffen jtnb, wenn 
auc^ bajwlfd^en ein SRajrimum^ (aber bann anü) noci^ ein ^U 
nlmum^) SBertb t)on z, liegt} — bagegen mn^ man qp/3 unb qp« 

B. ben negatlt>ett Sffiertl^n t)on Sx,. für z = a unb 
z = /? entfprecbenb nehmen, wenn bie ju ben, t)on a bi^ b ^in 
road^fenben SBert^en \)on x, gehörigen SBerttje t?on z, entweber 
Petd abnehmen, ober boc^ju Slnfang (bei z = a) unb julSnbe 
(bei z = ß) abnehmen, wenn audfi bajwifc^en ein SKinimum^ 
9aBert^ (aber bann aw^ nocb ein 9)Jait:imum^9Bert^) ^on z liegt. 
— 6« muß aber 

C. q)ß bem negatit)en SBert^ tjon Öx^ entf^jrec^enb ge^ 
nommen werben (für z = ß) unb gleid^jeitlg q>a bem pofiti\)en 
SBert^e t)on öx. (für z = a) gemäß, — fo oft bie ju ben 
wat^fenb gebadeten SBert^en »on x, gehörigen SBert^e t>on z, 
anfangs wac^fen bis gu emem äßa;i*imum«Sßert^ y t)on z ^In, 
bann aber biö ju z = /? wieber abnehmen. 

@nblidb muß 

D. 93 bem vofitit)en SBert^ t)on Öx^ (für z = ß) mU 
fj)rec^enb genommen werben, bagegen qp« bem negativen SBertl^ 
\)on dxz (für z = a) gemäß, — fo oft bie gu ben wac^fenb 
gebadeten SBert^en »on x, gehörigen SBert^e öon z, anfange 

2* 
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(wn z=:o an) abneljmcn, bi6 ju einem SDtinimum^^aBett^ y 
wn z \)\n , bann abev »lebet bi« ju z = /J ^jn Wdd&fen. 

3ji Xz, wie tt)it t^otaudgefeftt ^aben, nur jweifotmifl, fo 
wirb f(a) unb ba^et auc^ /[f(B).9xa]-dz b. l^. y« eine Dua* 
btatwurjel enthalten. 3n .ben gfillen A. imb» B. wirb alfo Wefe 
Ctuabratwurjel in 9« imb in q^^, jieW ein unb baffelbe 
SSorjelc^en, — in ben %aüm C. unb D. bagegen ftetd t)er«j 
f4li ebene aSovjeic^en ^aben mfiffen, wenn 93— ya = Fb— F. 
werben foll. !Da aber auc^ 8xa biefelbe Ouabvatwutjel ent* 
galten wirb, fo wirb man bad iebe*mal richtige SSorjeic^en biefer 
Cluabratwurjel aKemal aM bem Sluöbtud \)on öx^, mit ?eic^* 
tigfeit unb @ic^ert)eit beflimmen tonnen, fobalb man genau naSf 
A.— D. beflimmt, ob Bx^ für z = a, ober für z = /?, jieftt 
pofitit), ober je^t negatiü werben muffe. 

2)ieö'iji aber:.bad britte, waö wir l^ier befon^ 
berd ]^ert>or^eben wollten. 

©eifpiel. S33ir wollen bic« jeftt nod^ bur^ ein g3eif<)iel 
erlautem. — @ö fei wlebcrum fx = 2x, unb 
Fx = /2x«dx = X* ; ferner fei x = z+Vz^— 1 = x^ gegeben, 

fobaf z = y^ = zx wirbjfoifl dx,^i+y~=, 



unb f(z) = 2z+2]/z^-l , fo wie 

y, ^ßlz+2V^^\) . (1+ ^;?=) -dz 

=y*( 4z+ i^!=L).dz = 2z^+2z.l/^^CT. 

!Die ©lei^ung IX. gel^t ba^er in biefem gaUe über in 

IX,. • b^~a^ = 2/^</9+l/;^^iri)__2a<a+)/ii^3^ 

Unterfuc^en wir nun ben @ang ber, ju ben fiet« wad^fenb ge^^ 
ballten SBert^en »on x, gel)6riflen SBert^e t)on z, fo muffen 
wir üor allen SDlngen bie SWa^cima unb 2Jfinima »on z(=Zx) 

/ x^— 1 \ 
auffud^en, inbem wir azx(= -^i«")' "^^ ^^fr^"' l^ierait« 
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x = ±l finden, juleftt aber ieben biefet beiben äBert^c tu 

S*Zx(= ^j fubftihiiven, wo bann füx x = +l, ö^z^ ^>o^ 

fttte jt* acigt, alfo z(cbenfaUö =+1) al« ein 3Rinimum ftc^ 
auöwdji, »ä^renb für x = — 1, ö^Zx negatto wirb, alfo 
z (ebenfalls =-1) ^l« ein aKajrimum^SBert^ jlcjf au«wcifi. 

ee iji alfo für x = -l, bcr SBert^ z(=-l) ein 
grofitcr, bagcgen für x = +l, bcr SBert^ z(=+l) ein 
fleinfler. -^ fflSell aber bic Sffiert^e üon z bei x = i^re 
etcttgfeit unterbrechen, fo wadbfen, wa^renb bie aBertl)e ^on 
X t)on —00 an bie ju —1 ^in wac^jfen, bie SBert^e t)on z, 
ebenfaH« \)on — oo an bi« ju —1 ^inj wa^renb aber bann bie 

SBert^e öon x, \)on —1 an biß ju — — fortwadbfen, nehmen 
bie SBert^e t>on z, \)on —1 an bie ju — oo ^in fortwaljrenb 
wiebet ab. — gür ben nacbji folgenben SBert^ t?on x, ^at 

z gar feinen SBert^, weil ^- feine SRec^nungeform (fein SBertl^) 

ifl. — SBd^renb aber bann x üon ^ — an bie ju +1 l}in 

weiter wac^ji, nimmt bie n^ue (\)on ber erjiern t)oDig getrennte) 
Steige ber SBertl^e üon z, t)on +qo an bie tum aWinimum^SBert^ 
(+1) blefer neuen Sieilje ^in ab, um \>on ba an mit ben nocl^ 
weiter wad^fenben Sffiert^en t?on x, fiete mit ju wad^fen, bie ju 
X = 4-00 an^ z = +oo jtdb finbet. 

Sei ber gegenwartigen llnterfuc^ung l^at ber llmflanb, baf 
bie SBert^e \)on z (für x = 0) i^re ©tetigfeit unterbrec^;en, 
ni^t ben geringjien Sinfluf . 

2)ie ©leid&ung IX i. gilt alfo 

1) fobalb bie beiben ©renjen a unb b ent Weber beibe flei^ 
ner aie —1 , ober beibe großer ale +1 genommen werben ober 
bie eine <:— 1, bie anbere bagegen >+J, (j. 33. a = — 4, 
b = -3, ober a = 2 unb b = 3, ober a = -2 unb b = +2), 

nur bann (mäf A.), wenn 9xz b. ^. 1+ r, fowo^I 

vZ — 1 
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jirtf, nmf baflegen (in IX,.) K/J^-^l , eben fo wie Va»^ 
ftfgatit) genommen n>er))en. 

4) Wimmt man enklid^ a>— 1 aber <+!# ^^^ •>>+!, 
fo baf jwlfc^ien a unb /? ber SRinimum^^aBert^ t)on z(=+l) 
Befl*i fo muf öx^ ffir z = a negatit), für z = /J aber po^ 
fltlt) werben; unb ba /J ieftt fle» vojttb ifl, fo muß au(i(^ je$t 
Vß^—i UM pofitlt) genommen werben. 3)dgegen mufi jeftt 

> fpojltft) 1 fncgattel 

*^^ Inegattef ö^"^"*"*^" ^'^*^' ^^ "^*^^«^ ^ Ipofttto j 

Ifi. — gfir a =- 2" *' ®' ^^^* " = ""1"' W** *""^ 

J j 

nun l^a*— 1 pofitiü genommen werben; — f (fr a = + -2' 

bagegen wirb a = +-j; alfo muf man nun Va^—l ne^ | 
gatb nehmen. | 

Der Anfänger red^ne bled ^urc^, einmal für a = — j^ unb 
b=:2; bann für a = +y unb b = 25 eben fo retbne ber 
ainfAnger an^ bie SBeifpiele ber t>or^ergel^enben SRummern nac^, 
um ju prüfen, ob jl^ bad Se^auptete wirflic^ bewahrt finbet. 

SInmerfung. 3ft bie jwif(|>en x unb z angenommene 
®Iefdbung, j. 8. x«+l-2xz-z» =0, fo, baf fte nic^t blo^ 
Xz jweiformig (ober me^rformig) giebt, fonbern au^ gu jiebem 
SBert^ t)on x jwel (ober mel^r) aajertl[)e üon z, liefert, fo finbet 
man a unb ß gwei^(ober mel)r0 beutig, unb bann entfielet auc^ 
no(^ überbied für bie ^{eicfiung 

wenn /fx-dx = Fx unb /[f(,).9xa]-dz = y^ gefunben wor^* 
ben ifl, — bie grage, wel(^e ber äBert^e \)on a unb ß jeftt 
genommen werben muffen. — Diefe grage ifl Ieic!bt ba^in ju 
beantworten, baf man a unb ß iebeömal au« einer unb ber^ 
felben $orm ))on Zx = z, )u nehmen ^abe, unb baf man bagu 
eben fo gut bie eine gorm m^mm fonne, alö bie anbere. — 
9{immt man g. 93. bie obige ®(eid^uug 
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1) x^+l~2xz-z^ = 
itt)lfci^en X unb z an, fo liefert jle foflleic!^ 

2) z = ~x±l/2iM-r = Zx, 
unb man fann nun 



enhvebet a = — a--V2a2+l, mu^ aber bann /? = -b-]/2b VI / 



ober a = -a+)/2a»+l, muf aber bann /? = -b+V2b*+l 
nehmen. 

'2)er ®runb bat)on ifi ber, ba^ ble ©lei^ung jwif(t>en x 
unb bem neu eingefül^rten SSeränberli^en z, ganj beliebig, alfo 
an^ in ber Sorm z = Zx angenommen n)erben fann, baf man 
aber bod^ eine ganj befiimmte 8lnnal)me ^inftcbtlidfi ber Slb^än* 
gigfett beö neuen aSeranberlicben z, t>on bem alten aSeränber^j 
liefen X, treffen muf , folglich in bem Seifpiel entweber 

z = -x+l/2x2-fl, ober z = -x-I/2x*+l 

annel^men mup, unb ba^ man, enblic^, wenn bie 2lnna()me feji^* 
gefegt ifl, folc^e aucff ein für aUemal fefl galten mu^. 

Um bie6 burdb inptruftit^e gäUe erläutern ju fonnen, i\xi)tn 
mv junS(tiji an& ber gegebenen ©leidfiung 1.) (inbem tt)ir jle 
nad& allem x bifferentiiren unb 9zx = nehmen) bie SBertl^e 
t)on X, für.toelc^e z ein SKayimum ober SUiinimum wirb. Tlan 
finbet aber bur(^ ba0 Differentiiren (ber 1.) 

3) x-z-(x+z)9zx = 0, 

unb barau« für 9zx = bie SBert^gleic^ung x— z = 0, welche, 
mit ber 1.) t>erbunben, 

x = z = |/| = ||/2 

liefert. 3)ifferentiirt man bie ©letc^ung 3.) noäf einmal nacti 
allem x, unb feftt man fogleid^, mü) bem Differentiiren, ben 
ffir x = z = i|/2 ftc^ ergebenben SBertl^ 0, ftatt Sz,, fo 
finbet fic^ (für x = z = iv'2) 

l^(x+z>9^zx = 0, b. l). 9''Zx = -^, 
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H t«# O'Zx mit |/2 jugleid^ ))o{itit) obev negati)) iDttb. ^an 
ütatt otfo, baf 

ffa X = --5^, Ux aSertl^ z = ~^]/2 ein SMayimum, 
f&r x = +i^2, bet SBert^ z=:r|-iy2 ein aRinimum 
i^. eut^itttitt mon aber ben SBeil^) -4>/2 jiatt x, in bie 
Unääftmi 2.) fo wirb nuv bann z = x = -||/2, wenn V2x'+J 
fRit bem (—) aJorjeicfien genommen n>itb; ber anbete SSert^ 
+4^^ Mt X, in bie 2.) gefeftt, giebt bagegen nur baim 
z = x =+^^/2, wenn man V2x^^ mit bem (+) aSor* 
ytMfm nimmt 

E. 9{immt man a(fo bie ^otm - 



z = -x-l/2x»+l, 

fo ivad^fen, »A^tenb bie SBert^e t?on x, t)on — oo bie ju -foD 
^in n)a(|ffen, bie juge^odgen Sßerti^e t^on z, bi6 jum ^ajimun 
-{1/2 l^in, um bann n)ieber ununtetbtod^en abjune^men. 

F. 9limmt man aber bie anbete gotm 
z = -x+l/2iM^, 

fo nel^men bie gu ben fletd wadbf^nb gebacbten SBert^en ))on x, 
ge^&tigen SBett^e t)on z, anfänglich ab, bid gu bem 9?intmttai 
+^)/2 bin/ um bann n>iebet ununtetbtocben gu tt)a(bfen. 
ÜRan finbet feiltet: mi bev ©leitbung 1.) 

4) X = z±V2z^~l , 

folglich 

5) 9x. = l+ '^^ 



±l/2z^-l ' 

wo bie obetn, obet bie untern aSorjeicben gugleidb gelten. — 3P 
nun wiebet 

t = 2x unb Fx = xS 

fo wirb 

/[f(z)-8x,].dz = 3z^±2z-l/2^^^ = <jPz. 

5)ie ®leid&ung IX. gel^t nun übet in 
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welclie rechts 4 SBertRe l^at, »on benen nun in iebem föinjelfatte 
(b. t). für bic cinjelncn SQBertl)c t)on a, b, « unb /?) bev iebcö^« 
malige wa^tc SBcrtl^ (nacf) §. 4. A.— D.) ^etau^gcfud^t wct^^ 
ben muf . 

1.1) SBin man nun bic ^orm z = -x-l/2x^+l gu 
®runbe legen unb nimmt man a unb b gwifd^en —oo unb bem 
9Wayimum*aBett]^ -^|/2 biefev gorm, j. ©. a = -3 unb 
b = -1 , ]o ba^ ftc^ bagu finbet a = 3->/I9 unb ß = I->/3, 
fo iftuf 8xz für z = a unb für z = /? (nad^ 8. 4. A.) »)ofitit) 
werben, alfo muß, ba « unb i^ negatiö jlnb, in 5.) bie Oua^ 
brattDurjel, fowo^I für z = a, wie andf für z = /? mit bem 
(— ) SJorjeid^en genommen werben, fo ba$ man jeftt bie richtige 
©leic^ung 

ffdUn wirb (für biefe SBert^e t>on a, b, a unb /?)*), wobei 
bie Cluabratwurjeln iebeömal i^re ipojititjen SBert^e üorfteKen. 

2.2) Stimmt man aber bie ©renjen a unb b fo, baf bie 
juge^wigen SBert^e « unb ß jenfeit« be« SWajrimum^aBert^ 
t)on z liegen, — nimmt man j. S. a = — | unb b = +1, 
fo muß (na^ §. 4. B.) Bx^ für z = a unb für z = /? nega* 
tit) werben. 5Run wirb aber je^t a = ^—^6 unb /? = — 1— 1/3, 
unb ba fomit a unb /? wieberum negativ finb, fo wirb (nad^ 5.) 
9xa nur bann negatit), wenn J/2z*+l mit bem (+) 3^it^^» 
genommen wirb. SWan l&at ba^er für biefe SBert^e t)on a, b 
of unb /* 



•) 3n bet X^at toirb ^'=4~2>/3; 2/S'-l = 7-4V3; alfo 



l/2^»-l = 2-|/3, imb 2/ffi/2^^^=10-6v^; gule^t 
3/J>-2/Ji/5^^^ = 2. — (Sben fo folgt au« « = 3~V19, fofort 
«» = 28-6V19 ; 2o»--l = 55-12v'19 ; V2^^^^ = 6-}/19 ; 
2«i/2ii^^ = 54-18^19; alfo 3a»-2ay2S^=T = 10; unb fo ji«*t fid^ 
bie oMge ©leidjfung 6.) befiätigt. i 
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wobei bie DuabtattDutjeln itUimcd i^te ^ofit{t)eit äBertl^e looo 
ficaen»). 

3. 3) Stimmt man tniliö) bie ©tenjeu a mi b fo, baß We 
erflete bleffciW, bie anbete aber jenfei» bed aBefrt)ed — 1|/2 
f*nt, ju welchem ber aWajrimum^SBert^ t>on z gebort, — itimmt 
man j. S. a = — 1 unb b = 0, fo baß a = 1— yS unb 
/J = — 1 wirb, fo muß 9x, fuv z = a vofiti», folglit^ 
V2a*— 1 mit bem (— ) S^i^^^H/ — baflegen muß 9xz föt 
z = /J neflati», foIflH(^f V2/9*~l mit bem (+) Selchen 
genommen tvetben. ÜRan ^at alfo ie^t 

8) b^-a^ = (3/S'+2/?I/2?^^)=(3a^-2«J/2^^^, 

fflt bfefe SBett^e von a, b, a unb ß] wobei jeBe Cluabtat^ 
wurjel i^ten ^)oPti\>en SBert^ t>otfient. 

4. 4) ?egt man abev bie anbete gotm z = — x+V2x2+l 
ju ®vunbe, fo wirb, tvenn, tt5ie in 1.1), a = — 3 unb b = -1 
genommen wirb, a = 3+]/19 unb ß = i-\']/3\ unb ba jejt 
bie SBett^e von z im abnehmen begriffen ftnb, wa^tenb bie 
von X tt>ad&fen (nad^ F.), fo muß (nad^ 8. 4. B.) Sx^ nega^ 
tiv loetben föt z = a unb ffit z = ß; bed^alb folgt au^ 5.) 
unb weil a unb /? je^t pojttiv ftnb, baß fowo^I V2ä^^ aß 
aud^ V2ß^^ mit bem (— ) ^d^cn genommen tvetben möjfen. 
!Die @Uici)nnQ 6.) bleibt alfo aud^ ie^t nod^ bie tid^tige. 

»^Ätte man abet b jenfeitd be^ SBett^e^ +tV^2 genommen, 
ju toeld^em bet aWinimum^SBett^ von z ge^ött, a- 53- •> = +2, 



*) 3tt bet Xf)ai folgt ou« ß = ^i-V3, fofort /9»=4+2v^; 
2iS»-l=7+2v3; >/2^^^ = 2-f V3; 2ii/2^^^ = -10-6]/3; folallc* 
3/9'+2/Sl/2/J'-l =2. — eben fo folgt aber au« « = 4(1-^6), fofort 
«» = J(7~2V6) j 2a«'-l = i(10-4),^6) ; folglid^ V2ii^^ = K~2+V6) 
unb nic^t =4(2-V6), loeil biefe Duabrattourjel i^ren ^ofitiuett SBcrt^ 
»otflettt; bann 2a\/2ä^^ = -iHV^; juleftt aber 3«>-f 2«]/2i^^= f 
— IDie ®Uidj|tttt9 7.) fittbet,fi«l^ alfo beflötigt. 
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alfo ß==+t, fo würbe (nad^ $. 4 D.) Sx^ für z = /» 
))ofttit), imnatS) auc^ V2ß^Ä, weit ß pojlti» i% mit im 
(+) 3^ic^«t genommen wetten muffen. 3efet wßrte alfo nur 
Die ©leid^ung 8.) bie ridjitifle fein*). 

5. 5) Stimmt man , wie in 2. 2), a = — | , b = +1 , [o 
wirb bei biefer anbern govm \)on z^ ö = K1+v^3) unb 
/? = — 1+|/35 unb ba b über ben SBett^ ^y2 ^inaud liegt, 
fo muß (nad^ F. unb $. 4. D.) jieftt Öx^ negatit> werben für 
z = a^ aber pofitiö für z = ßy alfo muß, ba a unb /? 
pofxtis) fmb, ieftt l/2a*-l mit bem (~) 3eic^en, bagegen 
V2/5?*— 1 Wieberum mit bem (+) 3^Jt^^i^ genommen werben, 
fo baß ieftt wieber bie 8.) bie richtige wirb. 

^5tte man b<^|/2 genommen, fo wdre bie Olelc^ung 6.) 
wieber bie richtige geworben; benn e6 \)atk bann (mä) F.) öx^ 
für z = a unb für z = /5 negatit) werben, — alfo Ritten, 
ba a unb ß ^)oittit> werben, auc^ beibe Cluabratwurjeln V2a^^ 
unb 1^2/:^*— 1 (aud 5.) mit bem (— ) 3^*t^ien genommen wer^ 
ben miifitn* 

2)iefe Seifpiele werben audreic^^en, ba^ wa6 ^ier geleiert 
werben foQte, Wollig flar )u madben. 

66 ifi aber baburd^ bie, mit ben Slnjtcbten vieler Slnal^jien 
in aaSiberfprudji fie^enbe 3:^atfa(t>e außer 3weifel gefegt, baß 
wenn /[f(z)-9xz]*dz = y^ gefegt wirb, in ber 3)ifferenj 
(Pß—fpa, nid^t immer eine unb biefelbe gorm t>on q>t, 
genommen werben barf, wenn ber SBert^ Fb—Fa (ber 
au6 /fx-dx = Fx ^ert)orge^t) richtig au^gebrürft fein foD. 

8., A\ 
"^aä) biefer Vorbereitung wollen wir nun ju ben Hebungen 



*) 3tt ber JT^at gel^t ou« « = 3-fVl9 fofort l^erüor «» = 28+6|/19; 
2«»-l = 55+12^19; }/2^'^-i =:ß^yi9) 2«i/2ii^^= 74+1 8^/19; folg^^ 
Udl^ 3a*-2a\/Ü^^ = 10. — 3)aöe9ftt QteM /S = 1 fofott 2/J]/2^Cr=2 
unb 3/S»-f2/J^/2i?«^ = 5; «»^ fr <^«^* W ^<« 8.) BeftÄtiöt. 



fdftfl übtx^tfftn. — Seil aber in ber itoeiten imb britteii Uebtmg 
cm bcfimbcrcd ©mtddt auf bte ttcbtige Se^anbbmg »on Un^ 
gUt^ungen gelegt iDerben tnu0, fo tooDm n>tr ben Sbtfdnger 
in betn nactiße^enben nod; auf bte taju nöt^tgen Se^tfät^e auf« 
tnetffatn machen. 

jQat man e6 nämlic^ mit lauter reellen ()>o{tti)>en, nego^ 
ttren otet »uD*) au^ttfirfen ju t^un, fo folgt 

L oud a>b, 

oOemal a+ob+c unb a— ob— c 

Wogegen c— a<c— b. 

IL ^Dagegen folgt 

an« a>b, 

a b 
nur bann aobc unb — > — , u>enn c yofitit) ifi, 

a b 
aber ac<:bc unb — <: — , fobalb c negatit) ifr 

c c 

SStU man alfo j. 93. aud bec Ungleichung 

T*Cosq»h, 

golgenmgen für r jie^en, fo muf man fofort jwei gaUe unter« 

fcbeiben," 

einmal, wenn Cosq) j)ofiti^, unb bann folgt r>^ , 

bierauf, wenn Coscp negatit), unb bann folgt r<:^^^ . 

eben fo folgt 

nur bann T'Cosqxza, fo lange Costp j)oftti\) iji, 
bagegen ' T*Cos(p>ü, fobalb Cosq) negatit> wirb. 

UI. @inb a unb b pofttit), fo folgt 
au^ a>b 

fofort +|/a>+|/b; bagegen -v/a<— |/b. 

^at man alfo, wdbrenb r jjofiti^ gebac^t tfi unb p unb q 
beliebig reell llnb^ bie nnglei(!tunfl 



fo fann man ni^t fo unbedingt iaxan^ folgern, 

fein mAffe^ [onbem man mup fofott )n)ei gaUe untetfd^ei^en,. 

einmal, wenn p~q ^)ofiti» i|i, 

unb bann folgt r<:p-q mit — r>q— p; 

baflegen, wenn p— q negativ iji, 

folgt r<q— P wnb — r>p— q. 

IV. ©inb a unb b reell, fo folgt 
aM a>b, 

nur bann a^>b^, wenn a+b <)ofitit) iji, 

bagegen a*<b*, wenn a+b negatix> ffl; 

enbltc^ aber a» = b\ wenn a+b = iji. 

SDenn e« iji a^-b^ = (a+bXa-b); foIöUcfi ifl, ba 
a— b j)ofitte t>orau«gefett worben (nämlic^^ a>l>) a*— b* mit 
bem galtor a+b gugleic^ pojiti\), ober jugleicti negatit), ober ju 
gleict^er 3elt = 0. 

au^ 2>~5 folgt alfo 2'<(-5)% weil 2+(-5) negatto; 
au^ 5>-2 folgt aber 5^>(~2)\ weil 5+(-2) pofttit) i|i; 
au« 5>4 folgt 5^>4% weil 5+4 pofitio 1% 
unb au6 -4>-5 folgt (-4)^<-5)^ weit (-4H(~5) negatioift. 

au« 3>-3, folgt enblid^ 3^ = (-3)^ weit 3+(-3) 
ber 5RuD gleich iji. 



V. Slu« 


a>b folflt 


enb(t(^ 


Y<Y' """" ^ '"^'^*** '*^' 


tafleflen 


— >-^, wenn -^ negoti» ifi. 


3)enn 


e« m ^_^=i-(b-a), folfllic^ 



2)iefe ©ä^e muß ber Anfänger flet« lebenbig \>or 8lugen 
^aben, um in ber jweiten unb britten „liebung'' mit Seid^tigleit 
^($ jurec^t ftnben )u tonnen. 
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^ered^nung ^on ^f*dx unter ^erfd^iebfnen $ovaudfe(tttid^i<' 

8. 5. 

woD fcie ©umme 2fj,.dx fcet imenblicH^^ielen iinenblt(^flemen 
*4Jto)Dufte berechnet werben, xodtS)t alle butc^ baö einjlge ^vobuft 
fx»dx t>or9efient jlnb, wenn in lefttetem dx ein unenblic^illeiner 
uttb t>on X unabbangiger gaftot ifi, wä^tenb fx mä) unb noc^ 
oHe bie SBett^e biefer gunition »otPcOt, welche für eine gege^ 
bene JRei^e, natS) unb naäf um biefen, j)ofltit> ober negativ ge* 
bad&ten gaffor dx, fortfc^reltenber (reeller) SBert^e t?on x, ^d) 
ergeben; — fo muf man «nterfc^ieiben: 

I. ob bie SBert^e, weld^e fiatt x gefegt werben follen, t)om 
erjien a an bie jum legten b l^in, immerfort wa4ifen, ober im* 
merfort abnehmen. 

3n biefem gaUe unb nur in blefem galle, wirb biefe 
@umme burc^ ba6 fogenannte befiimmte 3ntegral f^k-i^ 
bejeid^net; unb man l^at bie ©leic^ung IV. be6 $.1., ndmlic^ 
(0)- 7:J^fx-dx = /,^/x-dx = F,-Fa , 

(wenn Fx irgenb ein 3ntegral ber gunftion fx, natb x integrirt, 
»orpeat) al« ffiorfdörift für bie ?lu«wert^ung (Serec^nung) biefer 
©umme; unb e^ i|i babei in ben ju fummirenben unenblit^flelnen 
*Probuften, ber gaftor dx vofitlt) gebadet, wenn a<:b, — 
bagegen negatit> gebadet, wenn a>b i% — 3n bfefem ©mne 
iji n5mli(^ bad 3eic^en f^fx-d^ für biefe ©umme eingeführt 
worben (§. 1.). 
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II. 60D aUt \>k ®umme ^'f^^dx ollet biefet $tobufte 
gefunden wetten, unter bet Sotaudff^ung, baf itt gaftot dx 
^etd ))ofitit) bleiben foO, n)ä^renb x nadf unb nac^ aOe unr dx 
»on einanbet tjetf(!(|iebene SBert^e befommt, t>on a an tt>adjfenb 
bid ju g ^in, bann abec ))on ba n>iebec abnel^menb bi^ )u b 
suräcf, n>A^tenb fx überhaupt nur einbeuttg i^, ober bo(| ffir 
aüt bie SBertl^e, welche x erhalten foB, jieW eine unb biefelbe 
befiimmte i^rer gormen behält; — fo fann man blefe ©umme 

bejeic^inen (B.). — 6« ifl aber offenbar bfefe ieftige 6umme, in 
befUmmten integralen, tpie folgt, audjubräden, ndmlic^: 

1) :?t.dx =//f,.dx+//f,.dx5 

unb ba y;ffx-dx=/^\-dx+//fx-dx gefunben n)irb (na* 
%. 2. VI.), fo wirb an^ noc^ biefelbe Summe fo audgebrötft 
fein, natali^ 

2) ^fx-dx =/^'fx-dx+2y;ffx-dx = 2y;ffx-dx~y;;fx.dx 

= 2//fx-dx-y;:'fx-dx = 2/ffx-dx+//fx.dx 

(na<!^ i. 2. V.), wA^renb iebe« etnjelne ber beßimmten integrale 
na<|i ber gormel (0) bered^net wirb. 

60Q aber biefelbe @umme ^fx*dx unter berfelben aSor^ 
audfe^ung gefunben werben, iebodb mit ber noc^ ^injugefägten 
Sebingung, bap fx )W eiförmig ifl, unb bap t>on x — a bie 
iu x = g ^in, bie eine gorm ^on f», t)on x = g aber bi« )u 
X = b jurörf , bie anbere gorm t>on fx gefeftt werben foß, — 
fo mu$ man biefe beiben formen ^on fx t)on einanber unter.^ 
fd^eiben; wir wollen bie erjlere burdfi 1^, bie anbere burc^ ^ 
bejeicl^nen, unb bann ^at man natürlich 

3) ^fx.dx==y;ff.dx+7;^f^.dx, 

wd^renb bie beiben befHmmten Sntegrale jur SRedfeten be« = 3^^ 
*en«, na<|i ber gormel (0) au^gewert^et werben muffen. 

3 
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III. @i)Il enMicti bie Summe aUer fx^cLs gefitnben miben, 
unter ber aSovaudfeftuufl, baß bei* gaftor dx fteW <)ofttb bleiben 
fo(l,-n>ä^tenb flatt x na(^ unb nac^ alle, um dx t^on emanber 
Krfc^iebene aScvt^e gefegt »ctben, welt^ie t>on.a on bi« ju k 
^in abnehmen, t>on ba ab aber wieber bie 3« b W W)a(^fen, 
— fo fann blefe Summe burdb 

^ -SJx-dx __ 

bejcftbnet werben; unb man b«t 

4) -Sfx.dx=:/;f,.dx+y^f,.dx 

- 2/;fx-dx+y;"f,.dx = 2y,X.dx-y;;f,.dx 
== 2/;\.dx-f/;fx-(!x= 2y^f,.dx-/;f.-dx, 

wä^renb bie einjelnen beftimmten Sntegrale nac^ ber gormel (O) 
audgewert^et werben muffen. 

SBare aber in berfelben Aufgabe f^ jw eiförmig unb bie 
Sebingung gemad&t, baf Slnfangö, wdl)renb bie aBertl;e tjon x, 
»on a btd k ^in, jieW abuel^men, bie eine f^ ber beiben gor^ 
men, — bagegen, fo wie bie SBertl^ von x^ Qoon k bid b ^in) 
»ad&fen, bie anbere f^ biefer belben gormen genommen mtf 
ben foB, — fo würbe man l^aben 

5) :^t.dx =/;<',-dx+7;'f .dx. 

3tt allen 5 9?ummem 1.-5.) fann aber a<b, ober a>b ge* 
badbt werben ♦). 



*) 9lur muf man nie ava ben ^ngen (äffen, \>a% nad^ bet im §. 1. e in- 
gefül^rtenSBejei^nung, in ben einjelnen ?Ptobuften f^-dx, beren ©urnme 

ba« bejiimmte Sntegtal f^^^*^^ anseigt, bet Saftor dx jtet« negati» 

gebadet ifl, fo tote b>a, bagegen ^ofitii) ^ebadj^t iffc, fo U»ie b<a ^a^x- 
ottigefejjt toitb. — JKur toeil man andbrüdflid^ bie ©ebeutung bet Seid^en fo 
unb nid^t anbet« genommen l^of, finben bie im %A. aufgehellten gormeln 
ffic (eflimmte Sntegrale fiatt. 
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»elfpiele ad 1. — ©oll tev 3n^alt bet butc^ bie ®leU 
d^ng (y-a~/9x)«-.p (y-x) == 

ober y = o+/?x ± l/p(y— x) 

geöebcncn Parabel DFGEC (glg. 1) bered^net werben, «nb jwar 
t^on bet jut «bfcljfe OA =: a ge^ßvlflen Drblncite AD an, -- 
entweber bie jut Drbinate BF ^m, »el*e jiit abfciffe OB =*b 
gebort ,. — ober bi« jut Dvbmate HG ^in, wä^tenb OH = y 
ift (benn nur für x = y, »erben beibe SBert^e von y einanber 
gleich), fo tfi für OP = x, 



PM = ö+/9x~-|/p(y^ wnb PN = a+/?x-|-I/p(y-x) 
olfo MN = 2V^p(y^; 

nnb e« iji ba^er ber 3nl>alt bee unenblic^ f(t)malen Streifen« 
on MN, )9on ber breite <lx, 



= 2Kp(y-x)-dx; 

biefe gunftion t>on x liefert aber nun ben 3n^alt eine« {eben 
blefer Streifen; — für x=:a, ben er^en an CD liegenben, — 
für x = b-dx ben legten an EF liegenben, «nb für jeben an^ 
bem ber Sßert^e )>on x ben jugel^origen; unb bet^alb ifü 

3n^. CDEF=y;^2P^^=i)-dx 
unb 



^ 3w^. CEGFDE=y^21/p(y-x>dx. 

«Utt ijl /|/p(y~x).dx = -i/p-(y-x)*} foJglif^ flnbet fl(^ 

3n^. CpEF = 2v/p[(y~a)*~(y-b)»] 
unb 

3nl>. CEGFDE = 2|/p.(y-a)l 

S3eif^)iele ad II. 3. unb III. 5. SoH bie Wnge be« 83o^ . 
gen« DFGE gefunben werben, berfelben ^Parabel, fo ifi bie ?änge 
eine« S.ogen^SIemept«, mldb^i ju ben Slbfcijfen x unb x+dx 
gebort, unb wenn y+dy bie jur SIbfciffe x+dx gehörige 
Orbinate »orjirllt, 



= |/dx»+dy^ b. ^. =l/l+8y^dx, 

3* 



36 ttrfte tteBttttg. g. 5. 

190 tott un^ dx pofttit) tenfen, fo ba^ ixt DuabtatU)utje( 
Kl+8yJ liete i^tcn ^joftttoen SBettl^ »oriicDcn muf , well ein 
Sogent^eilc^en, fo n)ie übetl^au^t eine ®tofe, nie negatit) toer^ 
bm fann. 3)agegen ifl ed not^toenbtg, baf , tpenn \>a^ Sogen^ 
(Element ein Zi)tHi)tn M oberen d^^^ifl^ ^^ ^^^^ t)ot^eOen 
foU, in y = a+/?x+)/KF^ 

bie Ouabrahoutjel Vpiy-x) i^ten l3ofttit>en SBert^ t)orPeat; 
dagegen i^ten negatix>en, fobalb ba6 93ogem@lement bed unteren 
3n>eige6 auftgebräcft 4oerben foH. 2)ie @umme allec Sogen^ 
«lemente l^i+dyf.dx, t)on x = OH = a an bi« gu OH = y 
^in ffit ben oberen ^mi^, unb bann t)on x=:y an H0 jti 
X := OB =^ b wiebet jwöcf für ben mUxm ^mi^, b. ^. »og. 
DFGE ifl bal^er 



=/»/ 



y-x 



tt)o n>ir im jvoeiten Sntegral xt6iti, ber SBurjel ba« entgegen* 
gefegte SBorjeic^en gegeben ^aben, bamit fte überall i^ren po* 
^"om aSert^ ^^orfieOe. Sinbet man nun bad erfie unbe* 
fiimmte 3ntegral, fo barf man nur in felbigem jiebed @Iieb, 
weld^e« bie SBurjel Vp(y— x) enthalt, mit bem entgegengefeft* 
ten. Sorjeid^en t)erfe^en unb bie Sßurjel felbf} bann toieber ^o^ 
tit> ft^ benfen, um bad unbeflimmte integral bed gleiten 
©ummanben obiger @umme ju ^aben; baraud finben ftd^ bann 
bie JBert^e ber einjelnen befiimmten 3ntegrale naäf ber 
gorme((0)*). 



*) Um ba^ obige unbefttmmie Sntegtal gu flttben, tt>itb man tool^l t^utt 
y-x = «■ ju fe^en, fo baf 8», = -2«, ober dz = öx,«d« = ~2c*di 
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6on bie «finge M Sogen« DFGE (gfg. 2.), *et butd^ We 
®Ietcf|ung 

y = l/p(y^ 
gegebenen ^p^tabel, gefunden »erben, fo i|i tt)ieberum ^ 

ahn 9yx = 



unb bad Duabtat )^on dy«, tDeld^ee in fx t>orfommt, 6e]()alt 
tadmal einen unb benfelben äBert^, man mag bie Duabrahout^ 
ael Vp(y— x) j)ofltiv nel^men (fftt ben obetn ^mi^ bet Äutve) 
otet negatt)) (für ben untern 3tDeig). Solglic^ fann man baft^ 
mal auc^ nehmen 

Sog. DFGE=y;f|/H:9^.dx+2X^1+8^ 



lüirb; bann Q6Xfitx ml 9lenner innetl^atB M SEBur^el^eid^end mit bem S&^^et 
in mnttiplictten, fo baf man ein Sntegtal »on ber gotm 



t/H 



• dz 



erfi&lt. ^ ^te^ iDttb man bann ^erlegen in 

t/ «•ya+bz+c»* ^ ya+bz+cz» 

6e^t man nnn in bem etjletn biefet Sntegtale ncd^ « = Tf fr »irb man 

tin 3ntegtal BaBen öon ber gotm / , = -dy; n)%enb ba« 

t/ l/ayHby+c 

anbere Sntegtal, nftmltc^ 

/ ,^j:!!_ - dz, = A-j/a-f bz-hcz« + B /%===L=====: • dz 
j/a+bz+cz« e/ l/a+bz+cz» 

gefegt, bann bie ®Ui(^ung anf beiben leiten biffeteniiitt unb ibentifd^ ge^ 
mad^t toirb, um bie unbe^immten Jtoeffl^ienien A unb B ^u finben. — 3»- 

(ei^t Bat man mit / — »Hy unb / ■--■ ■ »dz au« 

t/ yayHby+c J |/a+bz+cz* 

einer llabeQe ju entne^imen. 
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weim nriebecum OA = a unb OB = b gebälgt ift; to&^reiit^ 
bie ©lelcH^ung ber ^ßarabcl OG = y liefert. SDied giebt 

8. 6. 
Soll bie Summe ^^,.dx**) b, \). bie Summe aOet 

fx*dx, t>on x = a an bid ju x^b ^in, gefunben werben, 
»Ä^tenb bie SBevt^e t?on x immetfort wac^ifen unb bie Summe 
felbfl au* buvc^ bad bejHmmte integral /J*fx-dx bejeicf^net 
ip, wobei fx einbeutig gebadet wirb, — Witt man aber einen 
neuen aSetanbevIi^en z Jiatt x, einfügten, bur* eine ®lei*ung 
jwifd^en x unb z, welche, na* x aufgeloft, 

1) X = X« 

liefert, — fo baf x^ eine blofe gunftion t?on z ^otliellt, — 
fo \)at man 

2) dx = 9x^ • dz unb t-dx i= [f(2)*9xz].dz , 

wenn f(a) bad bebeutet, wad au6 fx ^eiDovgel^t, fobalb Xz fiatt 
x gefegt wirb, unb bann iji offenbar 

3) :^fx-dx = /J^fx-dx = ^'(f^.j^ax^.dz , 

a<x<b a:<Xj:<b 

wenn in ber Summe ^, ftatt z na* unb na* aQe SBert^e ge^ 
- feftt werben, wel*e aud ber (S(ei*ung I.) jwif*en x unb z, 



•) 3)a« ttttbefUmmte Sntegral toirb i^ier gefunbeti, \otnn man »etiler 



V P+y-x .^ -x-f(yfp) 

umformt. 

**) Sßir btüden in ber golge nod^ oft bitrd^ fol^e, unter ba« ©ammett-' 
leid^en Qefejjte Ungteic^^ttitgen, toie l^ier a^x<b, b(e ©renjen au«, itt- 
nerl^olb beren bie 95erdnberlid)eit , toie l^ier x, ffd^ fo betoegen foUen, baf fit 
ade, biefen Ungteid^^ungen nic^t 4Diberfpred^enbe S5?ert^e erl^alten. 
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ftir z ftc^ ergeben, fo(all) mdn x m(fy m\> naä) t>on a on bW 
gu b \)in ftetig toac^fen (äpt. 

I. 3fl nun fcie gunftion Xz nuv eindeutig, unb finb ixt 

SSett^e »on z, »eld&e ju t>en SBert^en a unk b t)on x gehören, 

bejöglitti fcutc^ a unb /? beaelc^inet, fo werten bie SBert^e t>on 

z, bie gu ben petd »ac^fenb gebadeten SSJett^en \)on x ft* 

^nben, entwebet ebenfaD« ftet^ wad&fen, ober'boc^ petd abne^^ 

(wac^fen ) 
mm, aber nie eine 3^^* ^<'^H i u u (r "^ ^^^^ wiebet 

(abjune^men ) 

< vtt Af r ^^"" 9^f^^^^ *^^^^ lej^tere, fo würben auf beiben 

Seiten be^ L • » ! 2Bevt^e6 »on z, jwei glei(^e SBert^e»on 

z liegen, ju benen jwei »erfc^i ebene SBertl^e »on x gel^oren, 
welche bie gunftion Xz ffir biefen SBert^ »on z, liefern müßte, 
waö fie nidbt t^un fann, fo lange bie gnnftion x^ einförmig 
»orau^gefeftt ifl. 

SDe^l^alb ifl unter biefer SSorau^fcftung, bie ®leid&ung 

X. y:'f..dx=/Lf(*)-9xO-d2 

eine »oUIommene, b. \). eine fold^e, wel^e linfö unb rec^td 
genau ein unb bajfelbe audbröcft, unb weldjie auf feiner Seite 
me^r SBert^e f)ai, aW auf ber anbern. 

ee iji ba^er einerlei, ob man bie burclj^ bad Sntegral jur 
?infen in X. angejeigte Summe (nad6 ber gormel 0) auö^ 
wert^et, ober bie bur^ ba6 integral jur fReä)Un in X. »or^ 
gefl eilte ©wrame (nac^ berfelben gormel 0) bered&net. 

®iebt bie ©leidbung 1.) x^x^, für z eine me^rfSrmige 
gunftion »on x (wie foIc^K^ j. 35. ber gaß fein- würbe, wenn 
X = 2z+z* = Xz gefegt worben wdre, weil bied 
z = ~l±l/x+l = Zx geliefert l^aben wflvbe, — fo muffen a 
unb ß aud einer unb berfelben gorm »on Zx berecjinet werben, 
iebo(!& gleichgültig an^ welcher, ba man bie ©leic^ung jwifc^en 
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•; 



z mi X bdieWfl annimmt, alfo jle 8 33. fo: z = -l+Kx+l, 
oket aud{i fo: z = — l—V^x-j-l , annehmen fann. 

!&ie Sunftion x^ ^ben n)it alfo ^iet e{nf5rmig t^otauigefe^t. 

IL 3ji aber t>k gunftion x^, unk fMt> foIflUd^ auc^ Öx, 
wnb f(z) awcifotmffl, [o fann ble obige ©leid^ung X. nur 
unter bcr öefd^rdnlung jugelaffen »erben, 

1) ba^ bie ju ben fiet« »ac^fenb gebat^ten SBert^en t)on x, 
ge]^6rigen SBert^e ^on z, jwifd^en bem erfien (er) unb bem 
legten iß), »eber ein SWayimum nodji ein SWinimum l^aben, 
fonbern ebenfalls jiet« »ad^fen (wenn /?>«), ober pet^ abne^ 
tatti (mm ß<:a gefunben wirb), unb 

2) baf für bieSMeitung 9x, aDemal biejenige i^rer beiben 

gormen gefegt wirb , weld^e 9x. von z = a an biö ju z = /? 

fbofttio 1 
l^in jiet^ j . > werben laßt, je nad^bem bie SBert^e \>on z, 

{wa(!^fen ) 
abnehmen)' ^"^"* 

3) baß gleid^jeitig mit einer anbem gorm von ÖXx, aucj 
bie ent[^)recbenbe gorm \>on x^, in fx gefeftt gebadet wirb, 
fo baf alfo auct^ fiatt f(z) nur bie entf))red()enbeSorm gefegt 
werben barf. 

2)a nämlid& dx fieW ipofttit) geba(^t i|l, fo verlangt Me 
®teic^ung dx = 8xa*dz, bap ber jebedmalige SSäert^ von 8^ 
mit dz jiet^ einerlei Sorjeic^^en l^abe. 

ginbet man aber /t-dx = F,, alfo 
/[f(»).9x«].dz = F(a5)+c *) = qpz, fo muß an6) von y, bie, 
ber für Sx^ genommenen gorm, entfpredjienbe gorm genommen 
werben, wenn (nad^ ber gormet 0) bie Differenj y^— y« ben 
richtigen SBert^ bcr Summe J^k^dx liefern foH. 

D^ne biefe Sefcl^ranfung, alfo an fid^, iji bie ®leid{|UttflX 



*) 3)a« Selc^eti V^^y fleHt allemal ba« »or, wa« au« F^^ l^ertorgc^t, 
koettn man x, ftatt x fe^t. 



idft eine unt^oBfommene, voeil {ie lintt nur eine ein) ige, xtd^ti 
aber jwei t>erf<i&iet>ene ©ummen angeaeigt entl^ält. 

III. 3{t nod^ x. jweifitmig, finden fic^ oJbei; }u Un 
SBertl^en a<c<b t>on x, 

bie aajertl^e a<:y:>ß ^on z, 

unt> fo, baß ber ju x = c fte^orifle aBeil^ y t)on z, ein 3Ra* 
iTtmitm^SSett^ i(l (w&^tenb c )n)if(^en a unb b gebac^t n)orben 
i^)^ fo ifi ^te <9lei(!fiung X. unter feinet Sebingung me^t 
juiulaffen, fonbetn man finbet iti^ (naä) II.) 

/;fx-dx = y;^[f(,).9x,].dz, wo 9x, »)ofiti», 
unb 

yffx«dx = /y''[f(,).öx,].dz, wo 9xa negati» 

ifi (innerhalb ber ®renjen bcd SntegraW), wä^renb auc^ f(g), 
jugleidji mit 9x,, i^te gorm x>eranbem muf, in fo ferne )u einer 
anbem gorm x>on 9x,, aud^ eine anbere gorm von x^ gebort. 
Slbbirt man nun biefe beiben ®tei(!^ungen, fo erl)5It man jeftt 

XI. J^f^.dx = /:[f(z)-9x,].dz+/f [f(.).9x.].dz 

= /:[f(.)-9x,].dz -//[f(.)-9x. ].dz , 

wenn in bem etflem Sntegral etned jieben ber beiben Slu9brü(fe 
gur Siedeten, 9xs biejenige ber beiben formen von 9xz, vor^ 
(lellt, welche (innerhalb ber ®renjen a unb y) jiet^ einen )i^o^ 
fitiven SBert^ l^at, wd^renb in bem anbem Sntegral, 9x^5 
biejenige gorm ber Ableitung 9xz vorteilt, weldj^e (innerl^alb 
ber ©renjen /? unb y) petd negativ wirb*) 5 unb wo mit 



*) 2)er Slnfänger toolle Ux gtbfctn SSetflanbüd^ung toeg?n nidjt übet- 
fe^en: 

1) baf bieienige %cm ))on Bx^, ml^t fftt einen ber ^toifd^en a 
wib / Uegenben Sßett^e t)on z, ))ofiii» tottb, au<i| für {eben anbem 
fciefer SEßert^e üon z, |)ofiti» »erben muß, — bagegen für anbere SBert^e 
^en z, bie auflerl^alb biefer ©renken liegen, negaiit) »erben fann; 

2) bof bieienige 8erm t^on Sx^, \»tld^ für einen ber jtoifd^en ß 
nnb y (iegenben äOertl^e t)on z, negativ »irb, and^ für ieben anbem 
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einet: anbern Sorm )>on dx. anSf aOemal bit anbete gform \)on 
f(x) eintreten muß, unb aw>«<^ iebe«mal bie entfjjrec^^enbe. 

IV. 3fl X, Immer noc^ äwdfotmtfl; ftnben jtc^ ahn gu ben 
SBertljen a<:c<:b »on x, 

bie SQBcitbe a:>y<:ß )[>on 2, 

unb fo, baf y ber SRinimum^SBett^ t)on 2 i|i (wa^tenb ber 
juflel^övige 2Bert^ com x, awlfc^en a unb b Hegt), fo ftnbet 
fl(3^, wenn man ganj eben fo tpie In III. »etfi^tt, (flatt bet 
govmel X.) ie^t 

XII. y^fx-dx=yj[f(,).9x,].dz+/^^[f(.)-^ 

tt)o abet bad ^ßrcbuft i^^ybx^ im iebe6maligcn erflern 3nte^ 
gtal, biejenige feiner gormen t)orPeBt, in welcl&er 8x« innerhalb 
ber ©venjen « unb y t)on z, negatit) n^irb, wal^venb baffelbe 
$tobuft in bem anbevn Sntegral bie anbeve feiner gormen "oox^ 
fiellt, in n?elc^er 9xz, innerl^alb ber ©renju^ert^e ß imb y t>cn 
z, pofitit) wirb. 



biefer SBert^e negatiü toerben muß, — bagcgen für anbete SBett^e i>on 
z, ^jofitit) hjetben fann; 

3) baß bie SBettl^e öon z, hjel^e jtoifd^en « unb y liegen, and^ )um 
3:^eU ober ganj, gtoifci^en /J uub y liegen, je nad^bem (todl^renb y cm 
SRayimum iji) «</? ober «>/?' iii; — baf bal^er in ber ©leid^^ung XI. 
jur fÄed^ten, im erlern integral unter f(B)'ÖXj5 ftet6 eine anbere ber Iti^ 
ben görmen »erfl^anben toerben muß, old in bem anbeten 3ntegral, »eil fonft 
nidS)t 8*2 ba« erfiemal j)öfitit), ba« anbere 9Kal negatiö toerben toürbe, 
toie ti bie gormel XI. bo^ »erlangt; ~ baß man aber \xa Slllgemeitten 
bie iebegmalige gotm üon f^^j-Sx^ in biefen Beiben Sntegtalen nld^t wi- 
geben fonn, ba fie »on ben ©tenjVüett^en felbjl mit abi^ängt. — 

3p 1. 53. 9x_ = 1+ r fo töitb, h»enn man ba« (-f) Setd^en gel^ 

±]/z»~l 

iiXi lagt, 8x^ mit z guglei* ^jojxti» ober negati»; eben fo toirb, toenn man 

b«* (-) 3«i«^e„ eettc» Wut, 8x. gjj, }e »od,*«« ^ ßf«»} 9. 
nommen n){tb. 
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9inäf ffm finb in ben iSnmmanben jur Siedeten, bte )u 
fummirenkcn (Slewentc^en f(äB)»9xi5-dz, aUemal t>erfc^;i ebene, 
wenn. man auif im 91 ((gerne inen ni^t angeben fann, mlä)t 
bec gormen ]iebeöma( juerji genommen tverben muß. 

Slnmerfung. 3)ied fiimmt ganj mit bem übetein, wa« 
wir im 8. 4. fefigefteHt ^aben. 3|l mmliii) 

/fx.dx = Fx unb /[f(a)»9xa]*dz = cp^ 
gefunben, fo tji y, mit f(2) s^flf^i^ sweiförmig, «nb bejeic^nen 
wir bie juv gorm fj^^ unb jur govm dx[ ^on Öx^, n)e((|ie 
mner]^a(b ber ©renjwertl^e »on z , j)ofitit)e SBevt^e (iefert, ge^ 
porige gorm t)on y« burcfi 9)^, bagegen ixixä) 9" bie am 

bete gorm, n)e((^e bec anbern gorm t'^^ unb berjenigen govm 
öx" »on öxa entf^)ric^t, we(c^e inner^a(b ber ®ien}tt>ect^e t)on 
z negativ SBett^e (iefeit, fo liefert bie gorme( (0) bie SBert^e 
bet einjelnen, burc^ bie beftimmten 3ntegra(e audgebrurften 
Summen, n)ie fo(gt, nÄm(id& 

a ^ , , • f , WO y em SWimmum. 

4) /c<:.)-9<]-dz=9';-9>;) 

9lun ift aber jiet^ 9'^ = 9" * ^^ ni<»g y ^i" SRajimum^^ ober 
ein SBinimumi^aBert^ t)on z fein*); abbirt man a(fo I.) unb 2.), 

*) 3u ^«n» SWa^imum^ ober 9Winimum»ffiert]^ y üon z, gel^ort ein eins 
jiger ffiert^ c »on x; gu emcm unb bemfelBen anbeten SBertl^ »on z, mh 
^tx unter ben, gu ben »on a bid b l^in {letd njad^fenb gebadeten ^ett^en 
von z^ gel^5tigett SBertl^en ^on z, auf beiben leiten oon y gefunben tottb, 
— gehören jtoei SBert^e \)on x, ber eine fleinet aU c, ber anbere gröfer 
aU c, toeld^e bie beiben gormen üon x^^ für biefen iffiert^ »on z, liefern. 
J)ie SQBertl^e biefer Beiben gormen öon x^ toerben alfo für z = y einanber 
gkid^ unb =c; folgUd|| toerben aud^ (^'^ unb </" einanber gteidjf, toei( fte 
bie beiben gönnen öon y>y flnb. 
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fD }eigt fi(^ itt S&tttfi in angejeigten Summen in XI. gur 
Siedeten, =9>3-<|P!,r unfc im S* 4. jj^ob/n wir flefun^en, bof 
biefcr SBert^ (im SaDe ;/ ein 9Ia):imum ift) bem Sßettl^fe Fb-F. 
bct angejefgtcn Summe /J^fx-dx gleich i^ ©aburd^ ifl ble 
®(eic^un0 XI. noc^ einmal gefunben. 

abblrt man aber bie 3.) unb 4.), fo jeijit ji* bet SBettl 
ber an^ejelgten Summen in XII. jur fRe^Un, = 9>^— y"f unb 
im S. 4. ^aben wir gefunben, bafi gerabe in biefem gatte, wo 
y ein aRinimum iji, blefer SBertl^ 9lr9>Z bemSSBert^e Fb-F., 
ber burc^ ba« Sntegral y^^f^^-dx angejeigten Summe, genau 
fllei^ ifl; babut^ iji aber bie ©leic^ung XII. nocl& einmal ge^ 
funben. 

SBac^fen bie Sßert^e ton z, mit benen Xicn x aug(eic^ unb 
ununterbrochen t)on a bi« i^, fo baf ble gormel X. nun bie 
rid^tige iji, wenn f(,)'9x^ Patt f(z)*9xa gefegt wirb, — fo 
er^lt man für bie in X. jur JRed^ten angejeigte Summe, ben 
SBert^ 9>iL-yL5 berfelbe SBert^ iji aber na* §. 4. bem SBert^c 
Fb— Fa ber angejeigten Summe in X. jur ?infen gleid& (in bie* 
fem gaUe); folgti* ifi bie ©teic^ung X. mittelfi be« %. 4. (unb 
ber gormel ©) noc^ einmal gefunben (für biefen gaU). 

9Je^men enblic^ bie SBert^e t)on z, ton a bie ju ß unun» 
terbrod^en ab, fo ba$ bie gormel X. ieftt bie richtige ifl, fobalb 
f^yöx" fiatt f(z)-9xz gefeftt wirb, — fo erhalt man für bie 
angejeigte Summe jur JRed^ten in X. (mittelfl ber gormel 0) 
ben äBert^ vl^v'af wnb gerabe biefer SBertl) iji ie^t (naii 
8.4) bem SSBert^e Fb-F» gleich, wetzen bie gormel (0) für 
bie in X. jur ?infen angejeigte Summe giebt. So liefert alfo 
ber 8. 4. aud^ bie gormel X, noc^ einmal (für ben ledigen gaU) ♦). 



. *) ^aBei ip aUx i(z)*9z|^ felb^ ba(b bie eine, balb bie anbete Ut 
gotmen »on f(<^)*^^^, vitit l^&ngt bied \>cn ben ®renjh»ett^en )6cn z, ab. 



Self))iel 1. Stel^mett »Jt fx = x, fo baß 
Fx = /x-dx = |x' Wirt} unk fefecn wit jwifdj^en x imb z 
no(^ einmal bic ©leic^ung x>— 2xz4-l »0 an, fo baf 

x«=2irI/2«^ unb 9x, = lH .' , alfo 

2z«~l 



f(.) = z±Vz*-l unD f(»)*8x, g= 2z ± . ^ , xoxx^, 

KZ*— 1' 

n>o aOe oberen 93otiei($en jugleid^ 8^1^^" ^ ^^^ ^^^ unteren 

gfit bie gunitfon x. = zdbK^^CT, ujelc^e z» = ^^ 

liefert, l^aben tt){r fdfion früher (8. 4.) ben ©ang ber SBert^e 
)oon z, xoit folgt gefunben. Sßdl)renb n&mltd(^ bie SBert^e t)on 
X , t)on — 00 an burc^ —1 unb ^inburt^ bi« ju +1 wb 
weiter bid ju +qo ^in, fiet^ »ad^fenb gebadet tt)erben, xoa^^ 
fen bie juge^övigen Jffiert^e »on z, »on — cx) an bi« ju einem 
SWayimum^gBert^ -1 ^in (weld^er ju x = — 1 gebort), um »on 

ba an bi« ju — oo ^in (welker SBert^ tjon z, ju x = 

gehört) wieber abjune^men. — gur x = unterbred^en bie 
aSert^e t)on z, i^re ©tetigfeit, fo baf ju x = gar fein SBert^ 
\>on z gel^ort; bann aber fangen bie SBert^e \>on z, t)on +qo 

an (welcher SBert^ ju x = -j — gebort) unb nehmen tt)ieber 

fortwfi^renb ab, bi« ju einem aWinimum^^SBertb +1 l^in (ttjeld^et 
aSertl^ )u x=:+l gel^ört), um »ou'ba an mit x jugteid^ toie^ 
berum bi« }u +cx) l^in ju »ad^fen. 

Wtan ^at alfo (m^ X., ja. unb XII.), je nad^ ben fot 
genben tm »erfc^iebenen gätlen, bie nadtjie^enben t)ier berfd^ie* 
benen (boWommenen) ©lei^iungen, nftmlic^: 

A. 9limmt man beibe ©renjen a unb b (ti ifi fleM b>a 
gebadet) Heiner ali —i, }u n)elc^em leftteren SBertl^ ))on x, ber 
aRayimum^SBert^ t)on z (auä) =-1) gel^ort, — ober beibe 
großer aW +1, ju »eld^em tefetern SBert^ t>on x, ber SWinimum^« 
SBert^ bon z (auc^ = +1) gehört, - fo wad^fen bie SBert^e 
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t)on z, ^on aün ^id )u ß ^iii uttunletbtod^en; e6 findet ba^n 
icftt bic ®(et(^ung X. imter tev bafelbjl gegebenen Sef^tänfuns 
Patt; unb biefe Hefett 

wenn a unb b beibe großer ate +1 jinb; bagegen fmbet It* 

mnn a unb b Heiner al« —1 jtnb*). 

B. SJimmt man aber beibe ®renjen a unb b, >— 1, ba* 
gegen <:0, ober >0 aber <+l, fo nehmen bie SBert^e »on 
z, t)on a o\\ bi^ ju /? l^in, ununterbrochen ab, unb bie nun 
mit ber Sefdjirdnfung eintretenbe ®Iei(^ung X. , baf 8x, negath) 
werben muß, giebt ba^er jeftt' 

wenn a unb b, >0, aber <:+! jtnb; bagegen 

wenn a unb b, <0 aber >-l finb»*). 

C. SRimmt man a<— 1, aber b>--l, iebodb noc^ <0, 
fo Hegt jwifc^en a itnb b ber SBert^ x = c = -1, jtt welchem 



Unge X j)ofitlö ijl, toenn man +^^z*-l nimmt; boaegen tottb öx,^ 

fo (an9e z negati» ijl, nut bann ^ojlti», toenn man — v'z'-l gelten Uft. 

••) Stt biefem »atte B. muf öx, b. ^. 1+ — J'^ - negatto »erben; 

bie« tt)irb aber in 3.), too bie ©renjhjert^e \)on z, ^JoBtiö flnb, nnr bann 
mdgUd^ fein; toenn man bad untere SSorgeid^en gelten l&ft; in 4.) bagegen, 
too bie <9ven§toett]^ Don z negati)9 finb, mu^ man ba^ obere ^ot^ei^ 
gelten laffen, toenn man dx, negativ l^aben toiU. 
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z c= y = ^1 a!« ein ®iaj:imum*aBert!) ge^Svt. !Da6mal Xi>a(S)^ 
feit alfo. t)ie SBeill^e )>on z, t)on « an bi^ ju y Ijin, nehmen 
aber bann wieder \)on y an bid ju /? ^in ab; e« tritt ba^er 
jeftt bie Olcid^ung XL ein, unb tiefe liefert 

D. «immt man a>0 aber.<:+l, bagegen b>+l, fo 
nehmen bie SBert^e "oon z, "oon a an bie jum SUnimum^SBert^ 
y =+1 ab, um von ba an bi6 j« ß l)\n petö ju ttjad^fen. 
3)ie nun geltenbe (Sleic^ung XII. liefert ba^er jeftt 

aSegen ber (für x''=0) fiatt finbenben Unterbred^ung ber 
©tetigfeit ber SBert^e t)on z, fann man l^ier aucj^ nod^ folgenbe 
gaUe betra(^ten, bie im 5ßaragra))^en fe!bft nic^t berührt n>orben 
finb, beren Setradbtung unb (Svlebigung aber im ®eifie M ^a^ 
ragrap^en leine \veitere ©c^wievigfeit l^at; namlic(f: 

£• 9iimmt man a>— 1, aber <0, unb b>Q aber <+!, 
fö nel^men bie SBert^e t)on z, i>on a an bie ju — oo flet« ab, 
fangen bann »)I6^Ii^ bei +ao ttjieber an, nel^men aber bann 
»ieber flet» ab, bi6 ju ß l^iin; ba^er tritt bie gormel X. ^mu 
mal ein, iebeömal mit ber 8efd(>ränfung , bafi dx^ negatit) wer* 
ben mup; unb man ^at bal^er nun bie richtige ©Ui^ung 

•) Da im txftttn Snit^xal jur Steckten, bie ®tenjtt)ett^e üoii z negatiiu 
%v^r fo tt>^b dx^ für biefftben tmr bann ntqait», toenn man ba6 oben 
IBotieid^en nimmt; im anbetn Sntegral bagegen finb bie ®tetijh)ertl^e tJön 
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F. glimmt man a<— 1, ober b>+l, fo baf a negativ 
tmb <— 1, ß bogegen poflHt) uttb >1 xoM, unb s^U*« 
a unb /} juerfl bet äRairimumiräBettl; —1 t>on z, baim bie 
Unterbrechung ber @tetigfeit, anlegt aber aud^ noOf ber ^ini« 
mum^aßert^ +1 bon z, liegt, fo muf ßatt ber ©leic^ungen X., 
XI. ober XII. bie na^ße^enbe fommen, nämlid^: 

3m erfiem Sntegtal ()ur Steckten) muf nämli(^ dx« innerhalb 
ber ©renjtoert^e a unb —1, ))ofitit> mrben; n>ei[ aber biefe 



s ^oftti)), lalffer mugte Ijftet bad untere $ct)eic^cn genommctt iDctbctt, xotun 
öi^, für biefe ©renjtoert^e , eBenfaH« negati» toerben foUte. 

*) Vlan Braucht l^ier tiidjit gu fürd^teit, bap eined biefer BefHmmten Sn^ 
tesrale , toegen ber mtnUid^^toitn ©renje, felBfi uncnblid^srop loetben, b. ^. 
gat feinen SBert^ mel^r ^aBen bürfte, ober^ toit man fagt bit^ergenifeoi 

2a*— 1 

toltb. — 3«i erjlem 3tttegral inr SleÄten ijl — , flet« \)ofti», unb 

für s = -oD; bem ))oflti»en SBertl^e -2z nnenbltdii nal^e.gleid^; bal^cr i^ 

2«'— 1 1 

2*H ===- für X = -00 unenbUdji naf^t bcr 9luU gleidji, ober = . 

— 3n bem anbern äntegrol }ut 9iedj|ten in ber ^iDciten 3ci(e, iß für 
Bss-H», ber $ltt^ru(t —2«+— 7=- eBenfaK« nnenblid^ nol^e Ut 

9t«n glei^f, n&mU^f = + — • fbtfetbem oBet fann (nnb mtf) bie do«* 
9 er gen) Beiber äntegrale no^f Betoiefen toerben. 



1^6; iitftt tltlim^. fy 

©tmjwert^e negativ finfc, fo »Irt öx, b. l^. 1+-— pL===r-- 

nrn ^ann po^th, xotnn man iai untere SBocaeit^en nimmt« — 
am itoeiten integral itnt no^ im britten mttf dx^ negctfhpf 
werben, innerl^alb ber ©renjen eine« jeben berfelben; »eil aber 
im s^v^ten Sntegral biefe ®ren}wert(^e negativ», im britten ba^^ 
gegen <)of[tit) ftnb , fo mu^ im jweiten Sntegral bie Vz*— 1 mit 
bem Obern (+) ^tx^^tt, im britten 3ntegrat bagegen mit bem 
untern (—) ^tKIftn genommen »erben, tctnn iebe6mal Öx, ne# 
gati\> »erben foU. 3m tjierten integral muß 8x, »)ojitiv »erben, 
innerhalb ber i)ofittt)en (Srensen +1 unb ß, unb be«f>aib 
muf ^ier Vz'— 1 »ieber mit bem obem (+) 3^i^^n bor^ 
fommen. 



3n allen ®lei*ungen 1.-8.) fiettt aber Vz*-! felb(i, jeftt 
jiet« i^ren abfoluten (<)oPtit)en) SBert^ t)or. 

3n ber ©leicbung 8.) iji aber bie Summe ber 8»ei erfiem 
beflimmten integrale }ur Steckten, »enn 

r(2z+ ^ ^ \ -dz = z«+zl/z^-l = q>^ gefunben »orben 

iji, unb »enn man burd^f Kf\ unb y" bie beiben gormen bon 

g>, bejeid^net, »o Kz*— 1 bejuglic^ negatit) unb <)ojitit) genom* 
mctt »irb, (nacji ber gormel 0), 

9)... =(()PL-yl)+(<Pl«-9>li) = <P^-9L^ 
in fo ferne ij^_^ = tp\^ fein muf , »eil —1 ber fDiajcimunM 
aSBert^ bon z ijl. (Sben fo ip bie Summe ber beiben folgenben 
befiimmten Sntegrale in 8.) jur ^ti^iiin 

10)- = (9>!^x-9>«)+(9>^<i) = 9>3-9>L . 

ist fo ferne anc^ (f\^ = flp'4.i fein muf , »eil +1 ber ÜRini^^ 
mum^aSert^ t)on z ifr — Slbbirt man aber bie 9tefultate 9.) 
unb 10.), fo finbet jld^ bie Summe aller biet bejiimmten 3nte^ 
grale gur »ec^^ten in 8.), 

4 



infoffme y'^ = 9" ^ = <J»-4Vä^ für d = QO, 

^e« ^mgit \pteter genau mit ^m. !• ^ Aft^^ <|9 tft 
niqliij^ na^ ^ei: ^ormel (Q) 

iia<^ 9. 4. ifl aker n){eter 

7Ua'x-dx=7^^[f(,).ax.].dz b. ^. =y^-?>„, 
fobalb man ßatt ber t)ier Sßert^e )[)on fß'-q>a benienigen nimmt^ 
tt)el(ffer na(^ Anleitung bed S. 4. gefunden wirb unb n^elc^er in 
l«m fcj^tgebad^tctt gaK bec- 9}r. 8., eftm al» bef ^ben bur(|; 
9^—<P^„ au«gebrilrfte fid^ au^toüft, 

Seifpiel 2. »elweii wir tt0(|, «l]} Mued ««UM 
fx == (S&lx)^ mn mm nm /J*(S»ix)».dx babur^ ^^e^, 
baf matf^ 

1) 5mx = z, dfö X = X, = ^z *) 

fe^t, — fo \)at x^, ndmlicfi ^z )U>fi äW|en «onaBni|«i 
von benen lt\e imentH^iU 19ßert^e nU^AK unb ti^l^e bu|t><^ 

au(fi lebe negatit^e gan^e 3# vorfielt, n>ä^t.eub ^ bU S^bi^U 






1-^ dtjte ttiebttttf. SA 

»>^i'f*e 3a^l (tte ?Ättfle be« ^alMreife« für beti 3iabtu« 1) 
bejei(fntet. — 3u bfcfm SBert^eii t)oit x« findet jtcfi nun 

IM büft (r|r) o^tt (— >3elt(>en t^er CuafewrtiDurjel beyiftlu^ tor 
erßetn o^ tfc aiÄetn %om )^oit x, anfte^t^ft Sornev xäih 
laimal f(z)=z^ nur einförmig, aber 

4) /[f(«)*9x«3-dz = / ^ - *dz = if:j(z«Kl-z*— -^rc ^in.z) 

»iebctttm a»cif6rmifl, tt)o bie obcm aSorjeidjien jugleid^ gelten, 
ot>er Ui unteren )UA(eid|, wie bie 3ntearaire(^nung betpeiß. 

9itA Ui ®Id(^ung Smx^z, tvenn man fte na($ attem 
JE ^ifferentiirt unb kamt Bzy,mO fe^t, eti^&tt man C«^x=aQ, 

alfo x = (2n±^7r); unl> weil 9^z^ = -Smx j^^JJ^^^^^ 

ie M#ktm x=9(2n±^)f§f ^ folgt, ftaf z leir SRofirnttm» 
aSäertl^ +1 l^aben wirb, totnn x = (2n+i)^, bagegen ben 
«inimum^ertl^ -1 fat, fftr x = (2n-i)7r ober =C2n+|)7r. 
92immt man alfo j. S. beibe @renjen a unb b )Wifd(^en 
wnb l^r, ff rniift »Xas fortwd^renb ))ofUiv blefben, alfo' mÖffen 
nun aHe obern JBotjeii^en genommen werben, wtil ba^nrof bet 
^»fUffe ober negatltje 3ttfi<mb ^on dx^ nx^t jugleic^ t>ttt ben 
fl^edÄeir SBertl^en »on z, fonbetn bfo* boton at^Atgt, bof 

man in öx^ b. \). in — . ^ , bie Cluabratwurjel mit 

bem^ (+) ober (— ) ^ti^m nimmt. SWan \)at ba^er jeftt (nad^ 
X. in be« erfhm Sefdbräniung) 

..1) ^(S»x)..d.=/-^.d.. 

9?immt man a unb b gwifc^^en +i;r unb +7t, fo mu^ »x« 
an beiben ©renken a unb ^ negatit) werben, man ^t bal^er 
nun Qm^ X. in ber anbern SBefd^irdTifung) 

4* 
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2.2) /(S»x)..d.=/*-^;|^.a.. 

SRimmt man a itoifd^cn mi +i^r dagegen b gtoiff^ra 
+ J7r iinfc +7r, fp muf 8x, für 2 = a pofltb, für 2=i? 
dagegen negatb n>etben; alfo ^at man nun, ia in ^a}t9if((en 
KegenU Warimum^aßett^ ipon z, =+1 if^f «a^ XI. 

stimmt man a jwifd^en iTx unb tt, bagegen b jtt)ff(^ett f^i 
unb 2n, fo baf bet üWinimum*SHJert^ —1 »on z, jwif<^ien a 
unb i^ Hegt, — fo mufi Öx« fflr z^a negatb, für z=/? 
bagcgen ))o{ttb werben, unb man \)at ba^er nun (nac^i XIL) 

4.4) f^iSinxy.dn^ C-TT ^^g+ /^^— j^-di 

9{immt man a {toifd^en unb ^;7, abet b )n)tf(fien f/r unb 2^, 
fo baf )tt)ifci^en a unb /} guerfl ber äRAfimum^SBert^ +1 , unb 
bann nod^ ber äßinimunuSßert^ —1 t^on %, liegt, — fo ge^ 
n)mnt man Iei(^t im ®ei{le be6 Paragraphen bie Ueberieugung, 
baf man ie^t 

nehmen mäffe, wenn man bie richtige ®(et(^ung l^ben woOe. 
Seil a^et; 






+1/1-8' 



•dz 



f. C (Stftt nthm^. 53 

iß, fo gitbt tae I(^t( 9{efultat tec ®(ei(lt)ung 5.5) au(^ no(|i 

mt »dl /^ — y=.dz= /**"* — ^L=.d« Jji (»dt 

, tenfelfcen SSett^ 6e^ält^ man mai % ))ofbit>, ober z 

Kl-z* 

negatb nehmen), fo ftnbet ftc^ aud^ noc^ 

wenn nut a jwlfc^en unb \n^ bagcgen b awifd^en \n unb 
27r ließt- 

e« tfl leicht au fe^cn, tt)ie jiatt f^iSinx.y*dx bfe 
@umme t>on noc^ me^c ald brei bcflimmten Sntegralen in z, 
gefunben iverben »fitbc (im ©eifie be^ SBecfa^ten« be« 5Pata^ 
grapsen), n)enn man a unb b fo nehmen tt)oUte, baf }n){f(^en 
a unb b noc^ me^t SRa^ima unb fDtinima (Agen. 

aSergeffen wir aber nic^t, baf ble beftimmten Sntegrate jur 
Steckten ber ©leid^ungen LI.) -5. 5.) nur angejeigte Summen 
ber unenblic^f))ielen SBert^e ber, unter bem 3ntegraljei(^en jie^en^ 
ben unenbli(fineinen Elemente {inb, unb bap fold^e nun noc^ 
na(^> ber gormel (0) au^gewert^et werben möjfen. 

@0 ftnbet ftd& aber ba9 Sntegral in 1. 1.) jur ?^c^Un, au« 
4.) unb nac^ ber gormel (0), wie folgt, nämlicfi 

+ ^Arc sin, ß — ^Arc sin, a, 
SSeil aber a » 5i>ia unb ß « 5i>ib i^, unb a unb b 
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im etflen Ouabrantcn liegen, fo iji +V^1— ö^ = Gos9l «ab 
+V1— i?* = Cosb, fo tt)i'e Are sin. a = a unb ^rc sin.ß = b; 
tmb man er^&It ta^et flatt te9 Siudbnttfd aut dttiftm in 7.) 
auc^ no(!^ (weil \Smx*Cosx ^ \Sm2x ip) 

8).- 4(b-a)+i(Sw2a-5m2b); 

imb bie« iji in bei: 3;^ot bet SBettl) be« 3ttteflral«y;[*(«&ix)«.dt 
in 1.1.) jur ginfen; benn man ftnbet bitelt (»eil 
<5mx)» = ia-Co^2x) m, 

/(Sinxy^ix = /(i-\Cos2xydx = |x~iSw2x, 

fo^xani bet !B}ett(> be« (c|tem beßimmten dntegtal« getabe fo 
^en)otge^t. 

9taiti 4.) finbet jlc^ fetnet ba« Sntegtäl jut 9tt^tcn 
in 2.2.) 

9),.. = iß.yii:ßT^^aVr^+^Arc sm.a^iArc sin.ß. 
S93eil ahn je^t a unb b im jweiten Cluabtanten liegen, fo t^ 
jefrt -Vr^ ^ Cos a unb -Vi-ß^ = Cosb, fo toit 
Are sin. a = ti— a unb -4rc *w.^ = tt— b , 

{po{itit)ett ) 
.j I abet 

an ficb (b. I;. abgefe^i^ ))om SBotjeiilien) im ecßen Clu«branten 
liegenben Sogen ^^erße^n mfijfen. @ubfiitutten n>it ba^ec biefe 
äBett^e in d.), fo erhalten »it »iebet benfelben Sluibtud u>te 
in 80, »eli^c aud^ blieft für /^(Sinx^^dx gefunben tw«* 
bcn ifi. 

Suchen »it nun bie SSert^e ber bejlimmtm 3ntegfale in 
3. 3). — SRon finbet fofort (nac$ 4.) 



/: 



•dz = ia»Vl--a^'\'\Arc sin. 1— |^rc sin.a 



unb 

V— — 



•dz = Iß'Vi -ß*+ \Arc sin. 1 - ^Arc sin. ß. 



f. 1 Wm ^eMftg. 55 

Slbbitt man Va^ec leibe le^teien ^^feic^ngen, (o finlTet f{(^ lie 
@umme ber beiden beflimmten 3ntegrn(e jut Sted^tM ift ^^ 3») 

10)... dl ^P*Kl^+^t*.l/lIi^4*J*r-i^rd^fa.jlJ-ij<rcm^ 

Sßeil aber je^t a im erßen, b bagegen im )n>eiten Duabtoitten 
tlfgt, fö ift 4.Vi-a* = Cosü, bafltften -l^P^^Co^Dj 
f emet; v^rc sin.a = 9if aber Jrc «ih« /? «= jx—h ; folglich ge^ 
ber ^ert^ 10.)f nad^ ber ^ubjiitution btefet 'SBtxt\^t, genau 
wiebet in ben §lu«brurf 8.) fiber, W)?(c^er fxä) aucfe birefe aW 
in fBMk^ bei brßimtntett Sitk^taie m Siftfen fh l.d.) {tnVÜ 
Settacbten tvit; ie^t ben Sett^ bet (Summe ber beiben bi» 
^immten Sntegtale in 4. 4) jur Siedeten. Wadj^ 4.) ftnbet mftit 

unb 

fibbiti mtin ba^et beite leiteten Sleic^ttn^eni ftf et^&It nfAn bie 
Summe b^ be^mmttR 3nNgra(e in 4. 4.) vxx Kettelt (H^efl 

y<rcj//i.(--l) = -|7r ip) 

11)... =-^a.l/ltP~|^.]/lI]P+|^fcjm.a+|^retfw^ 

aSeU abet ieftt a im arbeiten, unb b im ^oietten duabranten 
liegt, fo ifi -VT^^ = Co*a unb +|/1-/?« « Co^ij 
eben f Are äin. = 71—^ unb (toeit le^t ß := Sinb negatib 
ifi, olfo Are sin. ß au^ negatin) fein muf, abev an ficj^ im 
n^m Cluabwnten liegenb) Are sin.ß = h—2n. — ©ubjiltuirt 
kan aber nun biefe SBert^e in ben äBett^ 11-), fo tommt genau 
»iebet bet »uÄbrurf 8.), mli)tx an^ blteft ffit /^(Sinxy^dx 
> gefunben tbirb. 

^Ud^tti mx mt tttf(9 ben l^tttf) bet €t(mme bet Irffltttitt^ 
ten 3n«fltd(e )u« üle^ert, tn i>e< ®kk|mlg 6. 5). " a)a* 3» 
t^gtäl 4) tkfftt 



6^ m^ nzfm%. 1 1 

5 +T«*1^1— cr'+^ilrc sin. 1 — \Arc sin. a, 
•dz = ^^Arcsin.(^i)'^\Arcsin.i = ^n, 




= .dz = '-iß*ViIp+Urcsin.ß'--iArcsin.(^t), 

inbbitt man tiefe ttei ®Ie{d(fungen, fo ergiebt f{(!(i fär bie (Summe 
iber ^irel be|ilmmten Sntcgtale in 5.5.) jut 9tt^Un, 

t2)»*' + iötVl-o«- !/?•!/ ri^+7r+ Ji<rc sin.ß-^Arc sin.a. 

SBeil aber ie^t a im etfleit Ouabtanten, b bagegen im Diertcn 
äDuabranten liegt, fo f)at man +Vi— a« = Cosb, 
+Vl— /?* = C^oj b, femer ^rc sin. a = a unb ^Irc *m. ß = b-2^. 
aSetben nun biefe äBert^e in 12.) fubflituirt, fo et^ait man 
genau ben »uSbrucf 80 »ieber, tt>ie berfelbe bireft für 
/^(Sinxy^dx jur ?infen in 5.5.), gefunben tt)irb. ©o fe^n 
H alfo aDe SRefuItate l.l.)-5.5.) betätigt 

Su^tn toir nocb ben Sßert^ bet Summe ber beßimmtnt 
3ntegrale in 6.) jur »eckten. — SRan flnbet (au« 4.) 

/^ — ~ dz = ^^ß.VfZß^+^a^Vr^ 

«7 « +K 1— z* 

^ -}- {Are sin. ß^^Arc sin, a 

unb 



/ 



, '■? • dz = vArc sin. 1 — i^rc sin. = i/r. 
+V1-Z» 



Slbbirt man ju ber erpem biefer ©leic^ungen bie 4fatbe jweite, 
fo erhält man ffir bie 6umme ber befiimmten integrale in 6.) 
}ur Steckten, 



13)— ^a.n-a^-i/J.)/l-^+7r+ J^^rc sin.ß-^Arcsm.a. 

aSeil aber a im erfien, b bagegen im )){erten Ouabranten (iegt, 

fo i^ +VT=^ft=Co*a, +l/r^=Co5b, femer 

Are sbuatss^i unb Are sin. ß == b— 27r. €ub jiituirt man nun 



Mcfe 9Bertf>e in \>cA dtefitttat 13.)r fo fiHitKtt ahttmM iM 
giefttltat 8-). 

Änmetfung. tßk »otfm ben «nfäitfler »ot bem un^or* 
^d^tigen (Sebtaud^ untooKf-ommenet Gleichungen no(^ burc^ 
bad nac^ße^enbe n)atnen. 

(Si i|i nacb bet gormel (0) 

unb 

2) /f[f(.)-Öx.].dz =/^^^[f(.).Öx,3.dz, 

unb auc^ noiSf (m^ %. 4.) 

SBenn nun ber Slnf&nget biefe ®Iei(^ungen al4 ^oUfornmene be^ 
l^anbeln unb aud bet SSetbinbung biefet btei ©leic^ungnt ben 
@d^Iuf sieben xooUtt, baf au^l aQemal 

y;^t.dx=/f[W9x.].dz 

fein mäffe, fo würbe et ein, ben ©(eicbungen XI. unb XII. toU 
betfpte^enbed b. I;. unrii^tiged Stefuleat ^aben. 93on ben btei 
(SIeicbungen 1.-^3.) ifi abet nut bie 1.) eine t>onfommene (beten 
beibe Seiten unbebingt fät einanbet gefegt n^etben f innen). 
IDie @Ieid^ung 2.) bagegen l^at, xotnn s. ^. x« )»> ei förmig ifi, 
linfe sn>ei, te(bW t>i(t äBettlS^e, unb le^tt dfo b(o«, baf ^on 
ben t^iet SSertl^en sur fRi6)tin, in iebem befonbeten gaQe jmei 
^au0geftt(bt n>etben fönnen, n>elc^e bie beiben @ummen jut 
hinten au9btä(fen. — 2)ie ®lei((ung 3.) enbli(^ l)Qt jut Sinfen 
nut einen SBett^, jut Stti^Un abet beten t>iet; jte te^rt alfo 
Mo», baf »on ben »iet SBett^en gut Steckten, in iebem befon# 
beten SaOe einet b^tau^gefucbt wetben fann, n^eltbet tet )ut 
?lnfen i^ Qfotgett man ba^et au« 1.) unb 3.) 

4) A-dx=/^„[fc.).9x,]-dz 

fo fagt biefe ©leid^ung n)eitet tiii)t^, ali baf t)on ben t)iet 
tffiett^en )ut Siechten, in iebem befonbeten SaKe ein^t b^tcm^ 
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tigen) (efiimmten 3ntegtaI0 )ut iinUn ifl. !Z){e n»^ Äfttifie 
(SUid^ung 2.) fagt nttn, bap )»9n bcnfc(f)en «ier Sß^rtl^ gut 
Steckte», jtpeie ^erautfgefud^t n^er^cn fönmn, mläft tU bctbc« 
äBett^e bed ()n>eibeut{gen) befiimmten Sntegtold )ut Stnfen ^nb. 
9Ran begreift nun leidet, bafi tenet Sßert^, weichet in 4.) ott 
SBert^ »on f^fx^^^ ff* finbet, tjon biefen leftiem bdben 
SBert^en tjerf^ieben, nimlic^ bet btitte ober t^ierte S&ert^ t>on 
7i3^«[f(«)-ö^«]-dz fein fann, 
Sliemanb wirb au6 
5) >/(a^) = a unb 6) i/(a*)ti±-Ä, 

tt)e((l(fe ®(ei(]^ungen beibe unt^oUfommene jtnb, f^tie^cn, baf 
att(| a n — a fein muffe, n>eil ba« Siefultat auginblidK«! M 
ein unrichtige« in bie SSugen fuQt. -^ iDagegen f^im einige ^ei 
größten JDlat^ematifet in bet etffen ^Alfte be« i^^tigen 3ii|t^ 
l^unbettd aM 

7) fo^(a^)=:2fo^a unb 8) /o^(a*) = %[(-a)*] = 2fog-(-4i) 
gefolgert, baf au^l 

2/(yr • "= 2%(-a), b. ^. fcg^<-a) = %a 
fein mAffe, tüeld^e 9e^au)»tttng etß beinahe ein ^Ibe« SA^tt^vay 
bett f^tet wn dnltt (M eine entfitiieben undct^^gt no^^ewU^ 
fen tt>urbe. 9» brüten ManittUc^ 2/0;*« unb 2%(-*«) 
)>on etnanbet t^etfcfyiebrtie SSBntl|;e be# log{9i^) aM, 
gerabe fo mie a unb — a |nrei t)eTff^iebhte föcit^e wn )/(a^) 
finb. S)ie ®(ei(^ungen 7.) unb 8.) futb eben f9 Ii^\)pllt6itt# 
tnene n>ie bie ®ieid^ungen 5.) unb 6.); b. ^« beibt Seittn 
biefev 9(d(^ungen btutfen ni4rt genau ein tlnb baffelbe m$, 
foniten ba^er ni(|it unbebingt fät etnanber gefegt »Hbbett, onb 
bed^alb fann man in ^/(si^y^^n, #att >^(a^) ni<^ uHr 
bebingt a fejjen; unb eben fo tvenig in /o^ (a^) «« 2/og'(— a) 
^att log(9i^) xa6)i unbebingi fe^en 22b^a. 

!Ber «erf* %(at bee^^dl* In bet neurjifert (bvitten) «tt^age 
bff »tveitnt Z^tWt bet ^,0mi(9fi« be« tnbK^'' (SttfK^ e. 1». 
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f. ^\^ftmi bet.Wat^emotif, 2tft S^: Steaufl. 1855.) aWe ©tun*:: 
gleic^ungert; miS> Letten mit ^4$oten)en, Sßutjeln imb Soga^ 
tit^meit; femec mit @tnu0, ^^finud imb Slvcud gerechnet 
wirb, einet genauen Ste^lflon unterwotftn, um bie uni>tlU 
fcmmenen ®(ei(f|unsen t)on ben t>onfommenen abjitfanbern, 
itnb an ben etflem bie not^igen ^orreltionen angebva<$t, w^ 
buKb fte in t^oUfornmene ))enoanbeU tverben» b. 1^. in fol4|e, 
beten beibe €eiten unbebingt fät einanbet gefegt »erben 
fönnen. 

Sine frfi^et fogenannten pataboyen 5Refultate be« ÄaffuW, 
— aJfe unrichtigen !Re(^nung«^9lcfuUate, tie man bei ben aner# 
fannt gtofiten Slnal^fien bc« t)origen Sa^t^unbert« unb felbfl 
ttod^ einer fpäteren 3^it, vcrfinbet, ftnb einzig unb aQein bem 
llmflanbe ju)uf<9reiben, baf man unboDffommene ®lei(bungett fflc 
t>onf0mmene angefe^en, ober boc^ n>ie leitete be^anbelt \)at 

Slnmetf. 2. Z)enn man {t($ in XI. jut Siechten, im TIU 
ituenben unb Subtta^enbtn, unter f(fe)«9xi eine unb bie^ 
felbe Sotm, fo ifi bet ganae 3lu«btutf }ttt Sterten (nac^ f. 2. 

vn.) =7f[f<.)-ex.].dz. 

JDiefe« beflimmte 3ntegral ifi aber bem anbeten f^fn^i^ 
ttic^t me^t iUlä), unb e« entfielet ballet- nun bie gtoge, WiU 
dt im 2:i^eile bet le|tetn @umme .bie etfkte gieiid iß? -- 

Um biefc grage )u beanttootten, fei juet^ ß^a gebac^t 
uttb e« feien bie tu 

ben SBettl^n i^an z, nämü^ a<:ß <:y:>ß2>a, 

gt^tigen SBert^e t)on x bejfigli($ a<:bi<:c<b<:ai; 
bann fÄUt in bie Äugen (na^ X.), baf 

Xm. Jt't^'^ =/f[f(z)-8x.]-dz 

fein toetbe, untet bet 93otau0fej)ung, baf iai $tobuft 
f(,)*8x, bieienige feinet beiben Sotmen botjteae, fät mUl)t Sx. 
^jofitiö »itb (t)ön z==a bi« z = /J), 

IDagegen ftnbet ^df untet betfelben Sotau#fe^ung (baf 
ß^'a ifl) na<^ betfelben gotmel X., 
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alfo aud^ (nadd t. 2. Y.) 

XIV. /f[f(.)-8x.]-dz =/:;,.dx = --/;»t-dx, 

untet bet SJorauÄfe^ung, baf unter f(z)-8xz jefrt biejc* 
ttifle gotm öetjlanbctt wirb, fCxx mli^t öx, (tjon z = a an 
M« z==/J l^in) negatiö tüirb. 

3P aier /?<c, unb finben ^(S) bfe 
jtt ben ®ert^m »on z, =/? <cf<y>of >/? 

fte^origen ®ert^e von x, JejfiflHdjf b|<:a<c<ai<:b, 
f^ finbet fii^ (nat^ X.) 

/j;t.dx = /;[f(.).öx,]-dz, 

alfo aud^ (na(^f ». 2. V.) 

tpenn man f(8)*dxc fo nimmt, bap 8xz toon z=:a bi« 
z »/} ))cfiti)) n>irb, bagegen ifl 

/Ä)-ö^]-dz=/.;fx*dx, 

wenn man flatt fizy^x^ x\)xt anbere^orm nimmt, für 
mliit öxx tjon z = cf bi« z Ä /j fiet« negativ tt>irb. 

Unb biee finb bie «efultate XIII. unb XIV. wä) einmal, 
fo baf lefttere gelten, e« mag a<:ß ober a>/9 fein, loenn 
nur a unb bt, ober ai unb b folc^e SSertbe ton x finb (su 
benen z = a unb z^ß gehört), welc^ie auf einer unb 
berfelben ©eite be«ifnigen SBert^ed t>on x liegen, ju »et 
<^em ber Wayimum^aBert^ t)on z gel^ort. 

!Denft man jic^ aud^ in ber ®Iei(^ung XII., too y ein WiU 
nimum^SBert^ t?on z, iji, wieberum, in ben belben befiimmten 
3ntegralen jur JRet^iten, bie gorm f(z)-9xa ate eine unb bfe^ 
felbe, fo ifl ber ganje auÄbrutf jur fRt^kn, =/f[f(z)*8x,]*dz, 
aber jiejt nlt^t mel^r =y;^fx«dx5 fonbern e« ifi ieftt, wenn 
/J>a unb wnn'bie 
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SU ben SBfrt^en von z, ^ß :>a:>y<:a <ß 

ge^Wfltn Sßertl^e Don x, beififllic^ bi<:a<c<ai<b 
fhib (nad^ itx X. fn il[frer erjien Cefc^tÄnfung) 

XV. yf[f«-öx.].dz=y;f,.dx 

fobalb^att f(sr8zc biejehige i^ter beibrn formen 
gefegt n>t(b, mlcbe 8x, ))on z»o MI z«r/} t^ofitiv 
tnac^t; bagegen ifl 

XVI. /f[f(.)-öx.].dz =7;:^'fx-dx = -/b!f--^^' 

toenn untet f(z)«8^ i^te anbete 9^tm tetflanben 
Wieb, mli)t 8^ negatit) f)at, wn z»a bt« z = /?; 
(na$ X. in i^tet jkoeiten Sefcbr&nfung). 

SBenn abet ß<:a iji, unb bie 
}u ben aßettl^eh öon z, —a>ß >y<zß<:a 

ge^övigcn SBettl^e ton x, bejuglic^^ a<b,<c<b<ai 
finb, fo ^at man (nadd X. in bev etflen SBefcbt&nfung) 

fo lange dx^, in f(z)«8xz, pofiti« genommen iß; 
bagegen (nad^ X. in bec jtoeiten Sefc^r&nfung) 

/f[f(,)-8x,].dz «y;'^fx-dx, 

fobalb untet f(,)«8x, bie anbete gotm ))et{lanben 
loitb, in toelddet 8xs, von z = a M« z = /? fleM nega^ 
ti^ toitb. 

Die Siefultate XV. unb XVI. gelten alfo, e« miag a<ß 
obet a>ß fein, toenn nut a, unb b, obet a unb bi fo(($e 
SBettl^e ^on x {inb ()u benen z £= a unb z = ß ge^dtt), 
welcbe auf einet unb betfelben @eite bedjenigen 9ßett^e6 
Don X Hegen, ju toeld^em bet SRinimum^aSettl^ von z ge^&tt. 

9lud ben votl^et mitgeteilten 8eif))ielen, namentUcb fel^t 
anf(|iault($ axxi bem }n)eiten Seifpiel, fann man j{(|| bie etma 
no$ tt)Anfd^enln}ett^en ^toben entnehmen. aS&^enb n&mlid^^ 
bet Sogen x (in /(Smxy^dx) von an butc^ ^n l^inbun^r 



hü n \fiXi wb Uttn xoiMtt \>mii \Tt ^inbuiKl, dÜ 2» UtMft 
— ne(tmen tU a93q:t^e t>on s (:^ ^Smx) Mn an (id 1 |itt 
}u, )>on bh an nsktcc bi0 Q ^in ofe« um )>cn ba onnjQd^ tDcfta 
abiune^men bi0 )u — 1 l^in , bann aber tvieber bid }tt ^in ju 
»ac^fm. — 3ebct ^)öjittee SBertl^ «(<!) ft>w«Jt «i^f^ jwchnal 
9^» ebff f<^ jirbef negotbe SSett^ er, %%t an fi^ flcinn^ a(d 
I i|; *- unb tu bemftlben SSetiit^ a, ftel^orm «{f^ ^n^ei 
vetfcbiebene SQett^e \)on x, einet im erflen, bec <mbeie im 
{weiten Duabtanten, wenn a ^jojttit) IP; — obet bet eine im 
btitten, bet anbete im t)ietten Cluabtanten, wenn a negatit) i^. 
~ ©anj ba« ©Iei*e gHl f«t ben Sffiett| /»* — ©a nun, bet 
einmal angenommenen IBejeic^nttnft^weife luf^tgti 
/«».•dz fletd nur He ®»tnn.e ber (Srement(^en ^.-dz »<m 
fieUt, wel(^ie man etl^dlt, wenn fiatt z nur aKe »on er bid /? 
ßetd wa^fenben, obet fletd abne^menb^en üBett^e gefe|i 
werben (wobei ber Saftet dz im etßem %oSi immrt )>i^ftli)»^, 
im anbetn gaR immev nef^ati^ gebacfit werben mvif), fo 

folflt »on jiribfi, baf bie feutc^ /^ -^^-vTn^.^dt au6flebtü(t 

ten beiben Summen, nac^ ben beiben gotmjin - — r-;n-Tv»dz 

bet einjelnen @ummanben, ^wei t^etfdbit^benc äßett^e ^aben wer^ 

ben, unb ba| bie Summe /^(Sinxy.dx nut bann bet eüie» 

z*^ z' 
obet bet anbetn bet Summen / — *dg gleftl^ wei> 

^«, ±K1— z^ 

^» fann, wem bie^ 93ii|i»^ä&fi!t|[e p» unb q »on n, bk ndA^ 

tcni ftnb, >»t }u z^^or unb» %^ß fel^ötMt, ni^ fjta 

mti^iltete (in anlMm £lua1ita«toifr lit^mbc), t»eI4i bi«iMi9 

SSrect^ Oft tinb /l ton z (::r:^m) ^o&tn» 

3lii olfo )> 9. t im ei;p;in C^abtantcn, b bagAgm im 

jWititem, fo i# a=^5ma tiaiV ß^Simh', aUt au<( 

^w:.Sii(?rr-b),. wa^enb ?rf^b=»'bi wie: », isw etgen du«* 

ixanUn lie^> oifo a unift. ß au^. Sßetti^e ^b «fon 9, wclc^o iv 

bot. SBoit^en t unb bi (» 9v-b) wn x (e^otmi, bie^ liHc im 
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evften Ouabranten liegen. — (^leic^aeitig mit a = 5i/ia iß 
übet aud^ os=5«n(7i— a), n)%ettb tt— a = a, im j weiten 
Cluabtanten liegt. S« {tnb alfo att((i o unb /9 S93ett^e Don z, 
n>eld(ie )u ben SBett^en at (:=7r— a) unb b t>on x gehören, 
bie (eibe in bem g^^iten Duabranten liegen. 
2)Äl)er finbet jtc^ (nac^ XIII. unb XIV.) 



ttnb 






Unb gerabe fo fann man bk übrigen %aVit butci^ne^men. 

ainraerf. 3. ^aä) bem ©efagten ift e^ lefd^t bte gcrmetn 
^inaufteüen, buv(^ ml(S)c y^^fx-dx in eine Slei^e bepimmtet 
3ntegrale mä) z, au^gebnidt wirb, wenn jwifc^en bem etjien 
SBert^ et tjon z, unb bejfen legten SBett^ ß, jwei obei mt^^^ 
rere 9Ra;rima unb SÄinlma y, y,, y^ ^c. ic. H^ ergeben. 

Slnmerf. 4. 3f "'^* Mo« x^ jweibeutig, fonbern au($ 
Zx; fo bap ju jebem äßert^ a ober b ton x, jwei SJert^e a 
unb jwei SBert^e ß jtd{^ ergeben, fo ifl e« gleichgültig, »el^fe« 
ber beiben üßaare ton aBettl^en, bie aud einer unb berfef» 
ben gotm t)on z,, für x = a unb x = b, ^et\)orge^en, 
man flatt e; »nb ß nimmt. 

enbli(^ ifi alle« ©efagte mä^ Mi)t über ben Sali )u tx^ 
fixtden, 190 bte SiuiMIni v» meifr M jn^tifdrmig fcili ^t|. 
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SeredS^nuns »on Zf^ydx*dy unter t^erfdS^iebfnen Sj^oraud^ 
fcjungen. 

». 7. (Srjie Aufgabe. 

SDetrad^en n[)it ie^t bte Summe ))cn unenblic^mal unenbU(^« 
t^ielen unentli^Heinen $tobuften, welche aUe au6 ^em einen 

fx,y.dx.dy 
^etDorge^en, inbem nmn bem x eine, um unenblid&Heine di, 
\>on a bid b ^in n)a4)fenbe 9iei^e t>on äBet%n gtebt, gleic^ieitig 
abec audb jiatt y, unabhängig \)on ben äBett^en )>on x, 
bie t)on m bi« n ^in, um unenbli(^ineine dy wac^fenbe (unenb* 
li(S)t) Steige \)on 9Bei1^en nimmt. Diefe ^ßvobufte jinb oKe um 
enbli(||flein \>on ber jweiten Drbnung; unb bie fragliche ©umme 
n>oOen wix \>mä) 

2f.dx»dy ober anäf blo« but(^ 2f.dx^dy 

bejeic^nen, inbem man bie ®ren}bebingungen im @eb&(^lnif 
behält 

9Ran fann bie unenblid^mal unenblid(|t)ielen ju fummitenben 
^tobufte in Sotm eine« Sted^tedd gefc^tieben jtd^f benfen, fo baf 
alle in einet unb betfelbcn ^orijontalrei^e {iel^enben ©liebet ju 
einem unb bemfelben SBett^e \)on x, abet )tt allen Sßet^ 
tl^en t)on y geboten , w&^tenb t)on oben na((i unten in ben eim 
meinen <!g)otijontaltei^en bet SSett^ ^on x mäi mi mit) t)om 
fteinflen a an bi« jum gtö^ten b l^in n)&(lbfi; bie Sßett^e t)on y 
m5gen in jebet <&oti)ontaltei^e ))on bet Sinfen jut 9ie^tett gel^ent, 



wm Heinflen m an i\i )um gtöften n ^in toad^fenb, gebockt 
tDet^en, 

1) SWan fann nun juerfl bie Summe aOei: ®lkUx in jebet 
^otijontal^JRei^e finden; m(S}\)tx biefe ©ummen atte n?iebet 
fummfren. 

2) aWan fann aber and) iuevfi bie ©umme attet ©lieber 
in jieber ffiertifalrel^e auffinben, unb bann noc^ biefe ©ummen 
tioieberum aQe ju einanber abbiren. 

3n betben %aücn befommt man natürlich fietö ein unb baf^ 
felbc SRefultat unb jn>ar ble »erlangte ©umme. 

©ummirt man aber juerfi alle ©lieber in einer unb ber* 
felben ^orijontalrei^e (in benen x einen unb benfelben SBert^ 
f)at, fc ^at jiebee ©lieb bie gorm ^y-dy, wenn man baö 
?Probuft dx-fx,y bur^ cpy bejeid?net (weil nid^t blo6 dx, foui» 
bem jeftt aud& x fonjiant ifl). !Da^er n>irb biefe ©umme buv(j& 
JmVy'^yf ^^^^ ^"^^ ym(<***0'dy auögebrudt fein, wa^renb 
dx al0 fonftanter %aUox ^erau^gerucft werben fann, fo ba^ man 
dx.y^f»dy ober Xx-dx erhalt, wenn baö befiimmte 3ntegral 
y^f-dy, — welc^ieö fein y me^r entl^alt, fonbern nur noä} eine 
gunftion \)on x iji, — burd^ 3fx bejeid^net wirb. 2)iefe6 9ie^ 
fultat Xx-dx iji jwar no^ unenbli^ftein, aber nur noc^i t»on 
ber erjlen Drbnung, unb liefert nac^i unb nac^i bie ©ummen ber 
@lieber in {eber ^orijontalrei^e, wenn man unter x nad^ unb 
nac!^ alle feine SBert^e flcfe benft, »cn a an, um dx wad{^fenb, 
bid b ^in. !Die ©umme ber ©ummen aller t^orijontalrei^en 
wirb ba^er burc^ baö be(iimmte Sntegral 
/J*$x*dx ober /a\/„"f-dy)-dx au«flebrü(ft fein. 

©ustmii^ man (naä) 2.) in umgefe^rter Drbnung, fo er^ 
^tt man ben «uebrud /^°(/a''f*dx)-dy. 

9Ran brfidt ba^er bie gefuc^te ©umme ^äufig au(^f fo au«, 
n&mlii^ burc^ baA ^ii^m 

5 
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inbem man bad erjie 3tttegraf}ei<|en auf ten ct^n Saftoc dx, 
baA anbete auf ben anbetn ^aUox dy bejie^t, unb bea Sefet 
äbetl&ft, in toelc^er Orbnung er bie Integrationen toiO auf 
einanber folgen laffen. 

3ebe0 einjelne biefer auf einanber folgenben befiimmten ^tu 
tegrale, in fo ferne e« eine bio^e Se}ei((inung ber Summe 
tfi, muß bann nac^ ber formet (0) bed t.«5. (b. i). nac^ IV. 
bed i. 1.) au6gen>ert^et tverben. 

»eifpiel. JBerben in einem 9?ec^tecf CDEF (gig. 3.), bie 
beiben Seiten CD unb CP in unenblicbt^iele Steife get^ellt, fo 
baß ieber S^ieil tjon CD burc^? dx unb ieber Jf^eil von CF 
ixixd) dy bejeic^nct tt)ivb; benft man jtcb bann ta6 ganje SÄe^ted 
burcb ^araDelen mit ben Seiten, welche burc^) bie 3^eil^)unfte 
gelegt werben , in uncnblid&mal uuenblic^\)iele JRec^tecIcben jerlegt, 
beren icbeö ben 3n^alt dx*dy ^at; le^jt man feiner j>aranel 
mit ben Seiten jwel Äoorbinaten#?lyen OX unD Og); flnb nun 
a itnb b bie abfciffemgBevt^e (OA unb OB) ber ©den G unb D, 
be«glei(^en m unb n bie £)rbinaten*aBertf)e (AC unb AF) bet 
@(fen C unb F; unb benft man fic^ jule^t auf lebe« biefet 
3ie(!^tecl(^en dx-dy, toelt^e« m ber Stelle liegt, beren ^oor^ 
binaten^aßert^e x unb y finb, ein®ett)i(^t gelegt, welche« bur(( 
fx,y«dx*dy audgebrudt ifi, fo ba$ f,,, ba6 ©erntest )>orfieIlt, 
welc^ed eine Släcf^emSinl^eit trefen wärbe, wenn ^e in alten 
i^ren S^^eilen t)on ber ©rofe dx«dy, mit bem gleiten ®o 
xoi^U f»dx-dy (für einen unb benfelben SEert^ t>on x unb y) 
belajiet wdre; fo brödt bae 2)o^)i)eU3utegral 

ba« ®efammtgen)!d&t an^, womit baft ganje SZed^ted CDEF be^ 
laiiet ifl. — 3ii aber fxy bie 3)i*tigfell be« glÄ^enfiud^ 
ä)cn^ dx-dy, wetc^^ed an ber tnxdf x unb y gegebenen Steße 
liegt, — fo ijl f.dx.dy bie ÜRaffe biefe* gldc^enfförf^^en«, 
unb ba0 gebadete !Z)o))))eI^3ntegral liefett bann bie SRaffe bed 
ganjen !Red)tede CDEF. — 3fi enbli* fx,y = 1 , fo brfidt 
ba« X)o))))eU3ntegral ben 3nl^alt bee died^tede CDEF au« un( 
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folc^et finbet ftc^^ bann « (n-mXa-b). — 3fl aber j. S3. 

/^(•dY = Kn'-"m*)x = 3f , unb y J-dx = |(n'--m\)x«^ 

alfo /J^X-dx = K«'-m»)(b»-a^) 

*• *• /.VJ:f-dx.dy = i(n«-ra»Xb^-a')5 

imb baffelbe SKcfuUat ergiebt ftc^ nun an(f), tomn man in uni# 

ftefe^tter Drbnung integrirt. 

i. 8. 3welte aufflabe. 

9»an fu(^e jeftt bie Summe berfelbcn ^Probufte f«dx*dy 
fflt bfefelben SBertfyc t)ön x unb y, jeb<>(^ mit Sludna^mc 
betet, föt \»ele^e 

(y-h)'<P(x-c) 

{fl, u>A^tenb c )n)if4)en a unb b, unb h )\i9if(^en m unb n 
Hegen fcO, fo ba^ man a<:c<b unb m<:h<:n ^atj babcl 
foBen a, c, b, in, h, n tccll, p bagegen ^jofitii^ fem. — 
äRan fann biefe Summe fo bejeU^nen, namlicb 

-3f.dx.dy 

weil bie ©ebingung, baf (y— h)* ^ p(x— c) fein foU, eben 
alle SBett^e "oon x unb y audf erließt, in benen 
(y-h)»<p(x-^c) \% 

ßtfle auflüfung. Summirt man juevji fflr einen unb 
benfelben bepimmten SBevtl) ton y, inbem man bem x alle il)m 
ettaubten SBSett^e giebt, fo l^at jebev SBevt^ von x, bvri ®ebim 
gungen ju erfötlen, ni^mlic^ 

1) x>a5 2> x^b unb 3) x<c+y(y-h>*, 

iDon benen bie belben leiteten mit elnanber in ben Äam^jf trete«. 
— ®ieU man ba^et bem x alle aSert^ei mlc^e jmifc^en a 
änb b liegen, fo muf (bet 3. wegen) 

l><c + l(y~hV b. l). (y-h)^^pcb-c) 
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fein, b. ff., mm man itt Mut n>egen 

4) +V^p(b— c; burc^ q bejeic^net, 
e« karf fcann y ni(^it jtt>iWen h— q unt h+q flenommen »et^ 
ten. SBirt aber y jwifc^en h-q unb h+q ^mommm, fo ffl 

(y-h)'<p(b— c) b. 1^. b>cH — (y— h)* «nb man fann 

unb batf bann bte SBttt^t ^on x nur ^on a an bt6 iu 

c-| — (y-h)' flehen laffen, für ml^t SBert^e ton x aDeln 

wieber alle btei Sebfngunflen 1.— 3.) iufllei(ti etfüttt flnb. 

SRan muf ba^et, ba m unb n a(6 bie ®ten}n)ett^e )oon 
y flegeben jinb, fofott t)ier tjetfc^lebene gdUe »on einanbet un* 
tetf(^eiben, nämlldji: 

I. Siegen bie gegebenen ©tenjn^ett^e m unb n t)on y, felbfl 
jwlfd^en h— q unb b+q, fo fönnen bie SBett^e t)on x nie bl« 
)U b ^in genommen tt)e(ben, fonbevn immet (b. ^. für leben 

ber SBertfte t)on y) nur bi« ju c-\ — (y-h)V<b) ^in, unb 

man- f)at bann unfere gefuc^te @umme 

IL ^Siegt m unter h— q, aber nodb n in)ifct;en h-^q unb 
^+^t f<> fonbert fic^ ein 3:^eil ber @umme 2 ab, in toelc^em 
y ton m bid h— q, unb x »on a bid b fortgebt, tt)Al^renb in 
bem anberen il^eil berfelben Summe 2, bie SDSert^e ton y, 
tort h— q bi« n fortgel^en, aber gleicfijeitig bie SBert^e ton x 

nur ton • an bi« JU c+— (y— h)* ^in; in biefem galle 

finbet man bal^er unfere @umme 

III. Siegt m (n>ie in I.) {toifc^en h— q unb h-f q, aber n 
fiber h+q, fo finbet [xd) 
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2f.dx.dy=/;:;^(Xf.dx).dy+x"C^">-^"f-4''y- 

IV. ?leflt cnblic^ m unter h~q, unb ßleld^jeltig n über h+q, 
fo jerfäDt unfere ©umme in brel Z\iclU, einmal in ben a:^eif, 
n>o y t^on m bi6 h— q, unb x t)on a bid b ge^t; bann in ben 
anbetn S^eil, wo y *on h+q Wo n, unb x »on a bi« b gel^tj 
enblic^ in ben britten 2'^eil, wo y \)on h—q bi« h+q, bagegen 

X ttut \)on a an bi« ju cH — Cy— h)* ^'n gel&t. 5!Kanftnbet 

ballet je^t unfere @umme 

sMx.d, =x"'C/r'-'")-''i+x,c/r'-'^h 

9lur im erften %aU fann alfo bie t)er(angte ®umme burc^ 
ein einjige« befiimmted !E)o^)i)eI^3ntegraI auÄgebrötft werben, 
bei welchem fiberbie« bie Orbnung ber 3ntegratlon nidbt be^ 
Hebig ifi. 

Die gormel (O) be« 8. 5. ober «. 1. IV. le^rt übrigen« 
aHemal, bur(ti welche 3flec](;nung bie burc^ bie einjelnen bejiimnt^ 
Un Sntegrale angejeigten ©ummen au6gewert^et werben. 

8. 9. 

Stoeite SluflSfung ber jweiten Aufgabe. 9JIan 
fann aber biefetbe ©umme 2f*dx-dy aud^ no(^i baburct in 
beflimmte !Doppel^3ntegraIe audbrücfen, bap man juerß für einen 
unb benfelben (unbeftimmten , aber) fonjtanten SBert^ ton x, 
bie ©lieber fummirt, welche ju allen SBertl^en t)on y geboren, 
unb bann erfi ffir alle SBertl^e \)on x, bie ©umme biefer ©um* 
men nimmt 

Sei blefem ®ange finb, ber britten Sebingung 

(y-li)»>p(x-c) 

gemäß, alle ©ertl^e von y au«gefcbIojfen, weld^e 3Wif(^ien 
h-.1/p(x-c) unb h+Vp(x-c) liegen, fo lange x>c ijl. 
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3ft aber x<c, fo Ifl Ue »efclnflunfl (y~h)«^p(x-c) für 
jcbcn SBnt^ t^on y erföOt, fo ta^ fein einjiget fcetfelbeu butc^ 
Wefe SeWttflunfl airögefc^Ioffen wlrt. SJa^et fonbert jit^ jejt 
foftfelc^ ein J^ell unferer Summe -^, ab, weichet au^flebnlÄ 
ifl Wi^ ba« DoppeUSnteflroI 

©0 »le aber x>c wirb, fo ge^en bie SBert^e t)on y, nur 
t>on m an bi« ju h-Vp(x-c) ^in, unb bann erji toiebertoon 
h4-l/p(x-c) an bie ju n ^in. SBell ble« aber 

5) m<h-l/p(i~c) b. ^. x<c+— (li-^m)» 



= . 1 



unb 6) n>h4-l/p(x-c) b. ^. x<c+— (h-n)* 

V0rau«fe|}t, fo ^at man für x neue SBebingungen, mläft mit 
ber SBebinflunfl x<:b In ben Äompf treten, b, ^. mit ber 55e* 

binflung x<c-| — q*, wenn man »ieber Vp(b— c) = q 

fe^t, fo ba^ b = c-| — q* tt>lrb. 
Sejeic^net man ba^er 
7) c +— (h-m)« burd^ b" 

unb 8) c+— (li-n)» bur* b', 

fo tt)irb man bie SBert^e i^on x, "om c an nur bi« )u b" 
nehmen bfirfen, fo oft li— m<q b. ^. m>h— q gegeben 
ifl, well bann b"<b ijl; bagegen wirb man bie SBert^ 
t)on X, \)on c an nur bi6 ju b' ^in nehmen börfen, fo oft 
n-h<q b. f). n<h+q gegeben fein foHte. 3jl ba^er 

m ^ h-q, fo ge^en bie SBert^e bon x, t)on c an bi« iu | | 

l^in^ wA^renb bie ®ect^e ^on y, )^ft m an bil ju h- Kp(x-c; 
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ffin gelten. — (Sben fo fcavf man bie SBett^c "ocn x, t)on c an nut 

M« 311 Li ^m ge^en laffen, je na^bem n^h+q gegeben ijl. 

e« mflffen bafter abennaI6 t>ier galle t)on dnanber unter* 
[trieben toerben, nämlic^i: entweder 

1) bec allergrößte h+q imt) ber aflerHeln|ie h— q ber 
audgefd^Ioffenen SBert^e \)on y, Hegen beibe jt\)ff(!^en m linb n 
fo bafi in<h-q<h+q<n ifi); bann l^at man offenbar 

V. :Sf.dx.dy = /; (/: f.dy).Hx+/; (/;^,^.dy).dx 

obet 

2) ber SBert^ h-fq liegt über n l^inaud (iji >n), wa^^ 
tenb m(b h— q>m fji; bann muß man m bem t^orfiel^enben 
jweiten !Do))|>e^3ntegraI flatt ber obern ©renje b t?on x, bie 
Heinere b' fe^en (weil ffir jeben größeren, jwifc^en b' unb b 
licflenben SBert^ tjon x, bie untere ©renje h+VpCx— c) be« 
Innern integral« (na^ y) gleid^ ober großer werben würbe, 
aW bie obere Orenje n, wa^ nid^t fein barf); man finbet 
alfo nun 

VI. jf.d3c.dy ^/; (/; f-dy).dx+/;'(/,;vpW-^y)-d^ 

ober 

3) ber SSBert^ h-q liegt unter m (ifl <m), wdljrenb wie 
• In 10# h+q<n ifl; bann muß man in V., im britten 2)op^ 

^etSntegral, flatt ber obern ®renje b \)on x, blöd bie Heinere 
®renje b" feften (weil für ieben größeren, jwifc^en b" unb b 
llegenbcn SBert^ »on x, bie obere ©renje h— l/p(x— c) be« 
Innern SntegraW (na^ y), gleich» ober Heiner M bie untere 
©rettje m fein würbe, wa« nic^t fein barf)} man finbet 
ba^er nun 
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VII. Jf.dx.dy =/; (/: f.dy).dx+/; (/;^,^;^;.dy).dx 

+/.'"'(/:-^'^^f'dy).dx; 
oUx entließ 

4) e« liegen h-q unb h+q außevl^alb be« aiauwe* un 
m bi« n, b. 1^. e6 iji h— q<in unb h— q^n; bamt muf 
man in ben beiben le^tetn 3)oj)^)eU3nteflraIen in V., bie obere 
©tenje b \)bn x Änbern unb jwat flatt be^ etßetn b jeftt b', 
{iatt be« anbevn b obet jeftt b" [e^en; unb man ^at alfo jeftt 

viif. :^f.dx.dy =y; (/; f-dy)-dx+/;'(/;^^^^/.dy).dx 

+/e"(/r^^"^^f-dy).dx. 

anmevf. 1. SBa^renb alfo bei bet etfen anotbnung be« 
©ummiten« (im §. S.), in einem gaUe tt)eni9fien« (nfimli(|| im 
§. 8. 1.)f e$ möglich getooiben ifl, bie t^erlangte @umme bur(b 
ein einjige« befiimmted !Do:|3|>el^3nteflral audjubrÄcfen, wirb bie« 
bei bcr jtt?eiten Slnorbnung be6 ©ummiren« (na^ §. 9.) unmßfl:* 
li^; fonbern eö finb bann in jebem galle brei befiimmte IDoppet» 
Sntegrale erforberlici^, um bie gebacbte Summe ^f-dx*dy au«^ 
brörfen, unb folc^e bann nacb Slnleitung ber gormel be« $.5., 
ober ber IV. be« %. i., auc^ auöweit^en ju fonnen. 

änmerf. 2. 2)er im S. 8. gegebenen analptif(tiett 8tuf# 
Qait fann ba« nac^^fie^enbe geometrifcbe ©etoanb gegeben werben. 
3fi namlicb (gig. 3.) OA = a, AC = m, AF = n, OH = c, 
GH = h; ftnb alle Oevaben entweber mit ber Slye OX, ober 
mit ber äljce OY parallel; ifi GK ber .g)aiivtbur^mep[er einer 
^Parabel M'GL; beren ^Parameter p ifi; jtnb x unb y' Äoor* 
binatenwert^e eine« beliebigen 5ßunft« M' ber 5ßarabel, fö ifi 
bie ©leicbung biefer ^Parabel, namlid& üM'* = p.GÜ, bie 
nad^jie^enbe: 

(y'-h)^ = pCx-c). 
@inb femer x unb y bie Äoorbinaten^SBertl^e eine« beliebigen 
fünfte« M, in ber (Sbene, unb ifi fx^ bie S)i(9tiofeit be« an 



I 
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M (tcgenben 9lt(S)Uä(fftni )>om 3n^a(te dx*dy, fo ba^ r*dx*dy 
feie 9Raffe bed 9ie(^tetf<^end dx*dy ))or{ieat, — uub fud(|t man 
nun l\t 3Raffe b<d 9tec^tetf6 CDEP mit Sludna^me M innetv 
^tb fcct 5ßotabd Uegenben 3'^elI6 beffelben^ »Äbrenb OB = b 
Jf*f — f M «w^n genau bic aufgäbe be« %. 8. — 3n bet 
»cl^attblung be« 8. 8. ^at man auerfl bie SWaffe ber elnjelnen 
mit OX parallelen Streifen t>on ber Sreite dy, nac^il^er bie 
€umme ber SRaffen aller biefer (Streifen gefunben. 3m SÄlte I. 
\)at bie Seite DE be« »ec^terf* bie ?age D'^E'", fo baj 
OB'" = b ifi; e« iMier m' = B'"N unb n' = B"'0; — 
unb ba« erfie 3)ov<)et3ntegraI in l, brörft bie Waffe be« fRti)U 
erf« CD'"NW, — bae anbere Do\)^eU3ntegral bie 3Waffe ber 
gfflur NGQVW, — ba« britte IDoWel'Sntegral enbli(^ bie 3Waffe 
fceft «e^tecf» VOE'"F awi, 3m gaße III. l)at bie Seite DE 
be« Wec^tetf« bie Sage D'E' ober D"E", fo baf b = OB' ober 
== OB" ifl, unb e» ijl bann m' = B'R ober = B"S. -- 3)er 
ga« IV. enblic^ ift ber, m OB = b iji. - 2)er gatt IL 
fommt in ber $igur 3.) nid(^t "oox, toärbe aber \?orfommen (n)A^« 
renb bann ber gatt III. auffallen würbe), wenn ber ^aupU 
biit(^me{fer GK ber ^4$arabel nä^er an ber Seite CD ali an ber 

Seite EF be6 9ied&ted6 läge, b. \). wenn h<^^^ wäre, 
wä^tenb in ber gig. 3.) h>'!^5i5 gebadet »orben iji. 

3m 8. 9. bagegen iji juerji bie Wajfe ber einjelnen mit 
OY paraBelen Streifen von ber ©reite dx gefunben, nac^^^er 
bie Summe ber SWaffen aller biefer Streifen. 3n allen 4 
SäHen, mläft im %. 9. aufgejä^tt worben finb, bräcft bad erfie 
3)op^>eU3ntegral aOemal bie SWaffe be» Slec^ted« CIZF au«. 
S)a« iweite !£)op))eU3ntegral in V. brädt im gaQ« 1.), wo 
OB'"=:b geba^jt iji (ober OB" = b), bie SWaffe ber glgur 
GOE"'Z (ober ber gigur GE"Z) au«5 wä^renb in bemfetben 
gaDe ba« britte Goppel* 3ntegral in V., bie 3J?ajfe ber gigur 
GID'^N (ober ber gigur GID"S) »orjiem. — 3m gafle 2.), 
vßp OB' •• b geba(^t ifi, bditfen ba« jweitt unb ba« britte 
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S)o)»))f('3ntedr(iI beju^Iic^ Mc SRoftti bet Siguren G£"Z unb 
GID'R aut, in fo ferne im jweiten 5)o»)^>et3ntegräCe, b' = OB" 
{}att b )u {iet^en fommt. — Der ^aO 3.) fommt in biefer gigitr 

nf^t vor, tt>iirbe aber borfommen, wenn h<:-^ wäre, wa^ 

renk je^t In bet gfflut, h>^^ i^^'<^¥ ^% — 2)er gaHA) 

tritt ein, wenn OB = b ijl; ber ®renj»eit^ b', welcher im 
}n>eiten 2)o)))>eU.3ntegraI (in V.) {iott b )u fie^eii fommen mu^ 
i|l iam Wieberum = OB'f; ber ®renjwertft b'', weld&et nun 
im britten 2)o)>))et3nte8raI (in V*) flatt b* gefegt werben muß, 
ifl bann =OBi; unb bae britte !£)0)>t>el^3ntegral felbfi gtebt 
bann bie SRa{fe ber gigur GD|T. 

«. 10. Dritte Aufgabe. 

Stellen wir ieljt bie ?lufgabe; biefelbe Summe :^f*dx«dy 
)tt finben, wenn x unb y b(c6 aQe biejenigen reelien Sßettl^ 
erhalten foden, für welche (y— h)»<p(x«-c) iji, wa^renb x 
aUe SBert^e beTi^mmen foQ, welche nic^ größer aK b fm^ 
untet ber 9?orau6fe$ung, bap p pofitiv, c unb b reell fKifr 
unb baf c<b iß; — alfo )u ftnben tie Summe 
^ IT-dx'dy, 

x<b, (y-h)i<p(x-c) 

6r{ie Sluflöfung. Summirt man juerfi aUe bie ©Heber, 
in benen x einen unb benfelben (fonfianten) SSBert^ ^at, fo er^&ft 
y neti)wenbig alle SBert^e »on h-Vp(x-c) an bi» }u 
li+|/p(x-c)*) l^in- aifo ^at man 



•) Htt« ket ©«Wnemig (y-b)'<p(x-c), folgt tt&mad^ (ttadji $.4»>) 
Je naii^bem y-h negoti» ober \)ofttit> genommen »itb, b«|ögli^ 

y-h5-|/p(x-c) unb y-h < + l^p(x-c) 
b. ^- y>h-i/p(x-c) ttttt y<Ii+V'p(x-c) 

fo Nf h-vpU^ «l^ ^^^ fliin<N, tinb h^f v?5[^ «U We «rtfli 
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3weite SluflJfunfl. Summirt man aber guerjl aDe t)le 
®(icter, In benen y einen iinb benfetben (fonflanten) SQSevt^ f)at, 
ivä^vcnb'bera x aDe feine Seilte gegeben werten, — fo muf 
man wiebenim "üox Slllem nad^fe^en, welche Sßett^e x ftbet^aiipt 
onnebmen fann. Die Sebln^ung 

(y-h)»^p(x~c) 
ßUM aber x>c+— (y-h)^ 

e« flehen alfo ble SBevt^e von- x, »eldj^e ju einem uub bem^« 
felben SHJert^ "oon y genommen tverten butfen, iDon 

x = c+— (y-h)' an bl* ju x = b ^In. 2)le Summe 

atfet ©Hebet t)on ^f-dx-dy, ble ju einem «nb bemfelben 

SBett^e von y geboren, Ifl bn^et = dy. I^L^^__y,^J*i^\) 

tmb biefet SluMtud Ifl eine blo^e g^nftion V(m y, mit bem 
im€nb0(^flelnen gaftor dy noc^ muUipIicirt. 

3e^t mu^ man unterfiidben, iDelcl^e SSett^e y erhalten fdnn. 
— fflcil abet In bem Dorfte^enben Sntegral, ble imtete ©tenje 

c-| (y-h)*f ^i^ obere @renje b, nie fibetfcbtelten batf, fo 

giebt ble ®Ielc^ung 

auö weld^ec 

(y-h)»^p(b-c) = q» 
i^otge^t^ ble ®rensn)ettl^e von y, n&mllcb 



c+yry-h)^-b, 



Serti^ etfdj^etiii, »clever btt ^butguna dcmä$, für einen unb tcnfclbeii 
Ißttt^ M« X, Wm y b«i0tU9i »etbitt fann«^ 
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f0 H^ iU SBert^e t>ott y loon h-q an bl« ju h+q fjjin, 
genommen werben mä{fen. ^tif^alb findet flc^ je^t 

n. ^f-dx.dy=/'_;;;(/ii^_,,.f.dx).dy, 

wo q == +Vp(b-c) \% 

gut ieben SBert^ »on y nämlic^i, weichet <h— q ober ! 
>h+q Iji, Wirt y— h<— q ober >+q, folglit^ 

1 1 

(y-h)»>q' unb te«^alb c+-i-(y-h)*>c+ — q» b.^. >b, 

)mi mit bet gegebenen ©runbbebingung im S93iberf))ruc^ {ie^t. 

$. !!• I)er btltten Aufgabe 
btttte Sluflofung. Um biefelbe €nmme nämlic^ 
IT-dx-dy 

)u ftnben, Tann man and) ßatt x einen neuen SSeränberlic^en r 
einfaßten, buvc^ bie ©leic^^ung x = Xr, wo x, irgenb eine 
gunftion t?on r, \?orpeBt. 3)ann })at man ben gaftct dx, 
= ÖXr.dr, unb,be«^alb au^ f-dx*dy = f(r,y)-ÖXr»dr«dy, 
wenn f(r,y) bad ^otfleKt, wa0 au« fx,y wirb, fobalb man 
bie Sunftion x, flatt x, fubfHtuict — Vtan f^at bann 

A.>»* _ :?f.dx«dy « ^[f(,,y).ÖXr>dr.dy. 

x<b, (y-h)» ^ p(x-c) Xr<»>' (y— b)«<p(x,-c) 

aWan muß aber nun t)or aßen 3)ingen unterfud(>en, welche fEütxifft 
r unb y in ber Summe jur Siedeten, äber^au))t anne][)men fom 
nen; bann erfi fann man bie 3)o))pe(^ integrale (na^ t, tmb 
na^ y) angeben, bur<l(f xoel(i)t biefe @umme ^äf audbräcfen (Aft. 
@«feia. S. X, = c-ip+r% alfo 8xr = 2r} —bann 
ge^)t bie SSebingung Xr<b über in c— ;Jp4-r*<b. — 3)ie 
Sebingung, baf y reell werben muf , giebt aber Zr>c, ober 

— lP+>f^>0; ^<^¥^ W wan ie^t junäc^iji bie belben Sebi»* 
gungen, nAm(i<^ 



1) iP<r^<iP+b-c, 

fo bof r^ bfefet Seblnflung gerndf , aßc t)ofltit>en unb nega^ 
tiven SBett^e befommen fann; tm ijy^p an W« ju 
± Kip+(b-c) ]&m. aBfü aber x fcbon alle feine SBettl^e 
Befommt, ipenn man flatt r aQe feine ))ofiti)>en Sßertbe fe^t, 
fo möffen bie negativen SBertl)e »on r »eflgelajfen »erben, um 
ni^t äßert^e Den x jweimal ju befommen. !l)ie anbere 9ebin# 
flung, nÄmlic^ (y-h)«<P(^r-c) wirb Jeftt 

2) (y-h)'<P(r^-lp). 

3>ie ®leicbunfl A.) ge^t alfc für unfere Fefcnbere gunftion 
Xr = c — ip+r* , über In 

B.)— _ :SMx.dy == 52f(r,yrr-dr.dy._ 

x<b; (y-h)i^p(x-c) ip<r«<ip+(b-c), (y- h)a :<p(r9-ip) 

®ummirt man nun fAr ein fonßanted r, fo er^&lt man )unA(^fi 

/*h+yp(r«-Jp) - , 4, n 1 /•l^+VpC'-iP)- , 

dr- / , 2r»f(r,y)-dy ober 2r-drt / ^ f(r,y)*dy} 

e/h-Vp(ra-ip) «/h-Vp(r>-^p) 

uttb fummirt man voieberum alle biefe ^robufte.ffir aQe Sßert^e 
t)Ott r, fo flnbet ii(^ - 

Vierte Sluflofung. @ummirt man aber in umgefe^vter 
Orbnung, nämlid{i juerji für ein fonfiante« y unb für alle SBert^e 

tJOtt T, fo giebt bie öebingung 2.), iejjt r^^ip4-^(y-h)% 

wellte ber anbern Sebingung r^>ip nidj^t wiberfj)ri(^t} e« 
barf aber (ber Sebingung 1.) gem&f) au^ nicbt r'>ip+(b-c) 

n)€tben; bie SBert^e t)on r» fangen ba^er bei jpH — (y-h)* 

an Uttb ^ören bei ip+(b— c) auf. gemer muß ber größte 
unb fleinpe SBert^ t)Ott y, fo fein, baf 

ip+y (y-h)' = -iP+(b-"C), b. ^. ber «nfang ber ffiert^e 
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t>on r^, bem 9titt berfelben gleich n^irb; bieft giebt birfen grp^ 
ten unb Hefnjim SBcrt^ tjon y, = li±Vp(b^ =n h±q. - 
^an ^at ba^er je^t bie veilangte (Summe tt>U folgt, nämlic^ 



IL 2f.dx.dy= / ( / ,> r 2r.f^r,y)-dr|.dy. 

©lefe auf eiitanber folgenben bejiimmten Sntegrale, welche wie* 
benim nur angeteigte Gummen »orjteOen, mA^en aber nun nat^ 
bev gormel (O) be» J. 5 , b. ^ pc^ bet gormel IV. be^ %. 1., 
au0getoert^et n>erben. 

1 12. Det btitten Slufgabe 

fünfte äuflofung. SWan irö^fe nun bie ©Icic^ung 
gW)lfd(jen^ unb r, bur* n^el^ie flatt bed SetÄnberlicften x, bet 
neue 98eranberU(^|e r, elngefüljrt wirb, fo, baf fle au^ nec^ y 
in ft(f^ aufnimmt; man ne^me }• 9. bie (dleid^ung 

1) (x-c-Jp)'+(y lir=r% 
fo baf 

a(fo 



2) Xr = c+-:p±Fr*-~(y~h)% 

3) ÖXr = 



iVrMy-iö^ 

wirb. — 8lu(^ bei biefer ®Iei(fiunfl jwif^^en x unb r, ergeben 
ftc^ bereite alle S33ertl}e \)on x, wenn man r blod )>o{ttit) nimmt; 
alfo barf man au(^ ie^t ftatt r nicbt nod^ negat{)>e ^^ttt)t fetten, 
wemt man nitbt SBert^e von x, bo)>)»eIt ne^n will. 
3>ie belben ®renjbebingungen 

x<b unb (y-b)*<p(x-c) 

gc^n tet^ üler in 

4) ±]/rMy~h)»^b^c-ip ^ 
unb in 

5) (y-h)^<iP*±P-Fr-'-(y-h)^, 
)u tvelc^en fic^ no<^ bie Sebingung 
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gefeQt; n)eU tie t^orile^enten Ouabrattt)ur)eIii nic^t imaDinac 
werten bfirfen. 

©ummfrennjlt nun junä(^ji für efnen fonfianten SBett^ 
\>on y, unt) ffit alle SOSert^e von r, [o jeigt He ©ebfngMng 6.)/ 
ia$ =F(y~h) ^^^ nefnfie SBert^ ffl, ben r uber^aui>t amte^# 
men fann unb jwar if} betrfel^ 

= — (y-h), fo lange y<:h ober y— h negotb; 
unb =+(y-.h), fo wie y>h ober y— h pofitto 
n>trb; wd^renb gleic^ieitlg bie Sebingung 5.) fe^en l&^, baf 
bte eyijienj biefe« SWm1mum*2Bert^ee t)on r, (y-h)^<ip' 
iPorauÄfeftt, fo bag r biefen 9Kinimum*S3Jertl) qpfy— h) nur fo 
lange erreicht, aW y~h gn)if(f>en —^Jp unb +|p liegt} fo 
wie olfo (y— h)*>ip' wirb, b. t). (m^ §. 4.) fo wie 
y— h<:— jp, ober >+rlp wiib, erreicht ter SBevt^ \)on r, 
biefen ÜRinimum^aBert^ ^^^(y-h) ni<^t. 

SDte ®feid^ung 2.) !äft fe^en, baß, wä^renb x »on c an 
Me jtt c+ip ^in wac^p, bae (— ) 3^^;^« ber Ouabrat# 
wuvjel genommen werben muß, fo baf auc^ fx,y in f^^y^ über^ 
ge^t, M>enn wir burc^ P bad bejei($nen woOen, wad aud fx,y 
l)er))orge^t, wenn man c+^p— J^r*— (y~b)* ftaü x fefrt} — 
baß aber, wenn x über c+^p ^inaudwac^fit bad (+) 3eic(;en 
ber Ctuabratwurjel giU, fo baß auc^ fx.y nun in f^^^^^ äberge^l, 
wenn unter Unterem 3^4^en ba« loerfianben wirb, wae ou« 
fx,y ^njorgei^t, fobalb man c + ip4-Kr^-(y-h)» fiatt x fefrt. 

aWan wirb ba^er fofort jwel gälle unterfc^eiben miljfen, 
einmal wenn l><c+iPi unb bann wenn b>c-|-ip *!*• 

Crfier gall. — 3fi b^c+Jp, fo barf öberaU nur 
bo^ (— ) ^iöfm ber duabrotwurjel genommen werten, weil 
nun ber größte Sert^ b von x, bcn SBertf» ^+\P no^r ni<^t 
(ober Ui} gerabe nur) erreicht. — !Die ^bingung 4), ba in 



i^t Mi mi te<l(ft6 nur negati\>e 3a^(rii »orfommen, gtebt 
(nac^ %. 4^) 



7) r>r", wenn r" = +K(b-c-ip)»-Ky~h)« 

ongfttomnKn tpltb. JDIe ©ebinflung 5.) bagegen glebt, »eim 
mJin |p* fubtro^kt, fo bap IlnW unb te(^» negattoe 3a^ni 
fommen, unb bann quabvivt, (na^ %.4K) f 

[(y-h)^ -ip^]» ^p*[r*-(y-h)']. 
abbirt man ba^er pVy-h)^ auf bdben ©elten, fo er^ÄU man 

[(y-h)'+ip*p=p^r* 
mxaui ^ett>otge^t 

8) r^r', wenn r' = ip-}-l(y-h)» 

genommen wirb. 

Unb ba bie Sebingung 7.) je^t bie no<Sf übrige Sebingung 
6.) in ftct> fc^Iief t, fo bleiben ba«mal bie SSebingungen 7.) unb a) 
aOein ju erfüllen, unb biefe (äffen feigen, baf fär iebenfonßan« 
ten SBert^ von. y, bie SBertl^e von r, von r" an Ui tu r' ^in 
wadöfen, ober vielmehr, von r' an ili ju r" f)\n (ibne^men, 
wä^renb bie SSert^e von x, von c an bi6 }U b l^in wac^fenb 

geba^jt werben^ »eil Sr, (= gj-j mit bec negativen 

Ouabratwurjel jugleid^ negativ ifl (noc^ 3.). 

SBeil aber bie belben ©renjwert^e r' unb r" von r, gunf* 
tionen von y finb, alfo nac^ ben verfc^iebenen SBert^en von y, 
weitet aud einanber, ober n&f^t jufammen t&dtn werben , — 
bie Heinere ©renje r" aber bie größere Orenje r' nie überjieigen 
barf, — fo glebt natürlich bie Oleic^ung 
1 



r'>r" b. ^. ip+y(y-h)»>+V(b-c-ip)^+(y~h)* 

eine OrenjbefHmmung för bie SBert^e von y. — iDfefe ffllei^ 
^ung liefert aber, wenn man fie quabrtrt unb bann auf betben 
Seiten (y-h)» fubtral^irt, enWi(^ auf belben Seiten Me j)0* 
fitlve SBurjel nimmt 



8. 12. Stotlte VLthm^. 'gl 

fo Vaf , mm man tt)icket 



9) +Vp(b-c) = q 
feftt, (no^ 8. 4^.) h-q nni h+q al« Ux Hefnfle unb größte 

aWan finbet alfo fn tiefem gaUe, tt)o b<c+ip »otau«^ 
gefegt Worten fji, 

wo wir bic fletnere (Svenje r" jur rnitevn flenommen Ijiatcn^ 
um in bem^Saftot 8xr, bie Duabratwutsel ))o{{ti)> nehmen ju 
fonnen (nac^ SS. 1. unb 2.). 

gür b = c+ip, wirb r'' = +^(^=h)^ = rpCy-h), 

ie na*bem y-h felbjl j"Tj^^[ <!»; w>eil r" Pet« ^fitte fei« 

muß; babel witb aber q = ip. 933111 man iebodfi ble leitete 
gorm :f (y-h) flatt r" fe^en, fo muß man bae Sntegral in 
jweic jetlegen, — in einen 3:^eit, in welchem y— h fictö nega^ 
tit) bleibt, wo alfo y »on h— q an bid ju h ^in wäd^ji, wA^^ 
renb bie SSSevt^e »on r, ^on — (y— h) an bi6 ju r' ^in wad&fen; 
— uttb in einen jweiten 2;^eil, in weld^em y-h jieW ^ofitit) 
iji^ in welkem alfo bie SaSett^e tjon y, \)on h m bi6 ju h+q 
l^in warfen, bie SBevtl^e \)on r bagegen, t>on +(y~h) an bi» 
jtt r' ^in ge^en. 

3ji alfo b==rc4-|p, fo fann man aud^ fd&teiben, wenn 
man gleid^jeitig ^p fiatt q fefct, 

©(i^tfetr man, wenn b = c+ip \% ^aföi: {m^i I.) UeNt 

6 
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^f.dxtdy « /'''■*' 7 /^ ^ f . -j~==^ 

fo wAve t)ie6 eben fo tid^tig; nac^ ieentigttt SMlveftl^^ung Mefe« 
!Do))veI^3ntegta(6 (l>utd^ stoeimolige Slnn^entimg bet ^cxmtl Q 
Ui $. 5.) aitXf tDärbe man in bem Stefultat bie ^ofittoe Oua«' 
bratwurjel +l/(y— h)' mit aufgenommen ^aben, in ml^ 
fi^tt y beibe Otenjwett^e h— ^p unb b+^p flefe^t njerben 
miigten, fo baf fte einmol in +VC--|p)*, ba« anbete SKoI 
aber in +V(^p)* übergeben tvütbei man müfte jule^t jiet« 
+^P m^men, fovt^o^ ftatt V(-4p)« al« au(| pM V(ip)% 
unb bann würbe ba« Snbvefultat baffefbe »erben, xoai au(!b bie 
A.) Hrfett. 

3tt)eiter gall. — 3|l b>c4-^p, fo m»^ man juet^ 
einen ij^eil unfertr ©iimme S, abfonbern, ber jt^i ju ben 
SBertl^en »on x ergiebt, weli^e^cn c an bie ju c+|p l^in 
watifeit; tmb biefet ifl buic^ bie beiben ))otf)e^enben 3)o)»)>eb 
integrale A.) auÄgebrudt — %nx bie »on c+^p an bi« ju b 
^itt weitet toacä&Jenben SBert^e tjon x, muf bie Duabratwutjet 
Vx^-Cy-ky ftet^ »it bem (+) ä^i^cn genommen werben. 
^^% 8. 4*. ftieM nun au« ber »ebingung 4.) nid^t me^v r>r", 
fonbetn 

10) r^r", wenn r" = +]/(b-c-ip)»+(y-:-h)^ tff. 
5)if 8&ebi^u|ig 5.) wirb jefet bie^, namlicfe: 
(y-b)'-iP*<+P-»^rMy-h)% unb bef*tanh gar 
«i<|t, fo lange (T-b>'<ip* iji; weil fte bann für jeben 
bet nac^ 6.) äuIÄffigen SBert^t *on f, erföKt tfi, fte giebt aUv, 
fo wie (y-h)*>ip» wirb (mäf %. 4^> 

11) r^r', wenn r' = ip+l(y-h)»} 

unb mit bkfet leiteten Sebingung tritt bann aud^ no(^ in ben 
$m^^ bie ^ebitigttßg 



6) r>:p(y— 1), J[c nai^feem y^h iji. 

©0 lange (lifo (y-li)^<ip* ift, ftci&en bic aBert^c t)Ott r, 
»on =F(y— h) ÄÄ bi« ju r" l^lrt (weil feie Scbingung 11. bann 
nk^t eyljiltt). — 6o tpfe ober (y"-h)«>ip« wirb, ijl anä) 

aUemal r'^^Cy-h)/ «*««* r'^>(y-h)% b. ^. 
[-lp+ j (y-h)^]' ^ (y-h)» , weil iebenfatt» 

Witfliing 6.) jufllei($ mit ber IBebingimg fl.) erfuftt (aber ttic^t 
umgefe^rt); fo!flIfd(i ge^en nun bfe ®ett^e t)im r, tjon r' an 
bi« JU r" ^in. —- @« folgt atfo nun, bof 

er) bie Sffiertl^e \)on r, t)on =F(y-^) ^^ W« ju r'' ^in 
genommen werben möjfen, fo lange (7--h)'<^p' iji} 
— bagegen 
ß) bie SBerJ^ ^n r, »on r' an bi6 ju r" ^in ge^en^ fo 
lange (y~h)'5ip^ ifi. 
-3m gaUe a.) ge^en alfo bie SBert^e »on y-h, \>cn — jp bie 
Jii +iVf ^^^' ^^J^^ ^^^^^^ ©renjbejiimmung für bie SBett^ 
\)on y ni^t eyipict, in fo ferne bie untere ©renje =F(y-"h) 
»Ott r, feine obere ®renje r", wie ber Slnbtid bed leftternSBer^ 
t^e» fe^en laft, o^nebieö nfe erreichen lann. 66 fonbert ftc^ 
(rffb ein X^eil. itnferet ®simme 2, ab, welker au»gebtr6A tfl 
biit(|i bie 3)o))i»fU3integraIe 

ttn^ \)it\n ^tH fann <iu# batd^ iai einji^e l£)o)>)Kl>3ntegtaI 
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3m gaUe ß.\ m föv bie SBert^e ^on y, Ibetcf» We eine 
®tensbetingung 

(y-li)^>iP^ 
jiatt finbet^ giebt tic ^iotl^fwenbigfeit, t>ap r'^r" iUxUn rau^, 
ti^tebetum bie neue ®ten)betingung 

für We SBert^e t)on y. — Die etjiere gleW y>h+ip unb 
y<h— |p; We anbete flIeW y<h+q unb y>h-q^ je 
nac^bem y-h ^)oftrtt) obet* negativ iji. g*^ ge^en o!fo, uki^^ 
renb ble SBertl^ »on r^ t)©n r' an M6 ju r" l^in fc^reiten, bie 
Sßett^e ))on y einmal ^on h— q bi« ju h— |p l^in, unb bann 
wiebet ^on h+^p an bi6 ju h+q ^in. 3)ie« giebt nod(| jw>ei 
t})iiU un\mx @umme ^, welche au6gebrii(ft ftnb butc^ bie 
!£)o))i)eU3ntegraIe 

SDTan ^at alfo nun in biefem jweiten gatfe, n)o b>c+|p 
»orau«gefeftt tvurbe, gefunben 

II. 5f.dx.dy = A.+B.+C., 

n>&]^(enb bie S)o)>)>el^3ntegtaIe A., B. unb C. nun, mittag imu 
maligec Slnwenbung ber gotmel O bed $. 5«, i^m 9iuen>ertl^imfl 
entgegen fe^en fonnen. 

1 13. Dec btitten »ufgabe 
fe<!^jie auflöfnng.' SBotten wir nun blefelbe 6umme 
-3?[f(r^)*öi^]'dr*dy 

x-<H (y-h)>:<p(x,-c) 

be« t>o«<fetge^enben 5patagta^)^en, — wo fr,y j weif crmig i^, 
nÄmli^ balb f^,^^ balb ^^^^ t^otfiellt, — babuvc^ finbm, baf 
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tt>lr in umgef ehrtet Ortnung fummiitn, ndmlic^ juetii fit dnen 
fonflantcn SBcrl^ »on r, wnb für alle SBert^e »on y/— fo 
«offen »ii: juerfl au« t>en beiben ©ct^influngen 4) unb 5.)i ju 
»cl(^ct no4 We 6.) tritt, ik Orenawert^c t)on y, ali gimfc 
tioncn »on r ^nUiUn. 

(Srjicr galL ~ 3jl h^c+\p, fo fann überaß 



Vr'— (y-h)* nur mit kern (— ) 3^i<^^« flenommen toerben. JDIe 
©ebingunfl 4.) giebt bal^er nun, ia linW mt red^t» alle« ne^ 
gatit) ip, tt>enn man quabrirt (nacfi 8. 4^) 

12) (y-h)*^y'», wenn +V^r'-(b~c-ip)* ==3y' 

gefegt VDirb; »»i^renb bie Sebingung 5.), t9e(<9e Uit mit ber 
8.) aufammenfdnt, 

13) (y-h)'>y'^ - mm +Vp(r-:Jp) = y" 

gefegt wirb, — liefert. 

9Ran ^at alfo nun bie Sebingungen 12.)^ 13.) unb 6.) }U 
erfüllen} vveil aber, mm bie 12.) erffißt W)irb, bann aßemal 
au^ f^ort bie »ebingung 6.), nfimlic^ (y~h)»<r«, juglelc^ 
mit erfüßt i% fo fommt le^tere ^ier nidjit weiter in ©etrad^tung. 

S)ie iOebingung 12.) fe^t 

14) r^c+ip-b 

t)orau«, W)eil y nid^t imaginär werben barfj iaint^ ift Ux 
fleinfie SBertl^ \)on r feflgefleBt. 

2)a bie »ebingung 13.), nSmlid^ (y-h)'»>p(r-ip), für 
jeben SBert^ t)on y, erfüßt ifl, fo oft r<{p iji, fo bleibt 
für biefe SBert^e toon r, nur bie Sebingung 12.) aßeln übrig. 
— aifo fottbert fid^ ein 3:^eil ber Summe 2, ab, in welchem 
fcie SBert^e t)on y, »on h~y' an bl« ju h+y' l^in gelten, xo&fjf 
tenb r bon ^p an abnimmt bi« ju bem fleinfien SSBert^ wn r 
||ln, welcber =c+|p— b ip, »eil fonfl y' imaginär »erben 
würbe. I)iefer S^^eil ifi au«gebrücft butc^ ba« 2)o<)\)el^3ntegral 
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"■)••• /r^iXT'...-.)-^'- 



tii^m^m 12.) m\> 13.) befd(ii;anfeHb nuf. a)te 12.) gieftt 
(nac^ 8. 4»>.) 



mi 



2)ie 13.) fcagegen gicW 

y— h<— y'', fo lange y— h negatte, 
unb _ 

y-h>+y^/ fo lOTge y-^h ^oftHt) ifl. 

e« gelten ballet bie SBcttl^c t)on y, t)on 
h— y' an M« ju h— y" i^ln, (o lange y<h; bagegen »on 
h+y" an M« ju h+y' ^in, fo lange y>h ifl. 

SBeil abev fonatfi flet» 
h-y ' 5 h-y " m\> b+y '' < h+y' 
kkiben muf ; (eibe a3crglei(tiungen aber ju Ux em)igen 

y"<yV *• ^- y'"<y'% b- 1^. jw ajc^gie^ung 

P(r-iP)<r»-(b-c-ip)^ 
füllten, blefe aber in • 

(r-^P)*>(b-c^ip)' 
öbetge^t, — fo erhält man ^tetaud (na^ S*4^-)» t)^tt man 
Imfd unb reci&t^ bie* ^ofitiüe Sßurjei nimmt, 
entwber r— 5P>c+{p~b, im gaUe r>^p 
jobet iP— r^c+^p— b, im gaße r<ip 

fein foKte. ®ie erjiete Slnnal^me, baf r>^p werben fann, 
tt>ürbe jut §olge l^aben r>c+fp--b, unb biefe« Siefultat 
W)üvbe mit bet 14) im SBibetfprud& fte^en, »eil (mä) 14.) 
c+|p— b ber fleinjie SBertb *on r ifi, unb nid^t c+^p— b. 
(&^ fann alfo r ni^t grofer al6 |p n)erben; alfo fann nur 



We anbete Httnal^me r<^p (ober =4P) flatt fii^b^^f ««b 

15) r^b-c+ip 

al« bie obere ©tenje ^on r, toa^renb {p, für blefe S^J^eile 

ber ©umme -2", bie untere ©renje ber SBert^e »on r fein rau|l. 

33ie beiben legten Si^eile unferer ©umme,^, j!nb basier je^t 
au^flebtürft burc^ bie 2)oj>pe^3nte9raIe 

+ r""^' f . / ,dyVdr, 

SÄan ftnbet bal^er in biefem erjien ^aU, too b<c+|p 
»orauSgefe&t iji, 

I. J^f.dx.dy = D.+E., 

wenn y' nnb y", in biefen 2)o\)\)e^3nte9raIen, au« 12. unb 13.)/ 
ol« gunftionen »on r, entnommen mxUn. 

Pr b i=: c + ip , tofrb ^ p+b—c ^ |p unb y' = r ; 
vvib in biefem 0^^^ fii^bet ftc^ alfo bie 6umme St^dx^iy ^^^ 
einfa<l&er no^ fo au«flebrütft, nämlid^ 

9Bi( ^aben aber äberaU (in D., E. unb F.), obglei(!(i {ebe 
SSurjel Vr'-(y— h)^ mt mit intern (— ) S^d&eit genommeit 
werben- barf, bie ©renjen ber Snteflrafe na^ t, mit einanber 
))ettauf^t unb bie Heinere {latt ber größeren ali bie untere %^ 

nommen, um in Öir b. ft. in — \' • ■ — =, bfefeifce Clud^ 
bratn)utiel mit bem (4-) B^i^^rt ne^mm ju f innen ($$. 1. 2.) 
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3tt)eitet galL — 3fl b>c+|p, — fo hüxa^M mXm 
)uet|i ben Zf)tU bet @umme ^, in tt)elc^em x ))cn c an bid j« 
c+|p ^in xo&^ft, unb föt ttjcl^ien ble Duabtattt)ui;i<l 
Kr^— (y— h)^ überaO nuv ibren ncgat{t>ett SBctt^ l^aben fann. 
IDIcfet Zfitil iji aber: fo eben in F.), burc^ Doppelt integrale 
au0flebrö(lt wovben. 

SBettad&tet man nun ben ferneren 2:^eil ber ©umme 2, tt)o 
X \)on c+|p an bi6 ju b ^in tt)ac^|i unb tt)o (nad^ 2. «nb 3.) 
bie SBurjel l^r*— (y— b)* überall mit bem (+) Qüibm ju 
nehmen iji (fo baf avaS) jefet fx,y in f^^^^ unb nic^t mel^r in 
*(r,y) fl^^^9^f)t)f fö fl^^^J^ ^i^ SBeblngunflen 4.) unb 5.) (totlä^t 
nun ni(j&t me^r mit 7.) unb 8.), fonbem mit 10.) unb 11.) ju^ 
fammenfatlen) fiatt ber Unflleic^ungen 12.) unb 13.) (nacb 8. 4^) 
ie^t (an^ 4.) 



16) (y-h)^>y'% m y' = +Vr^-(b-c-ip)' 
unb (au6 5.) 

17) (y-h)*<y"% wo y'' = +Vp(r-ip), 

n>obei n)ir aber nic^t überfeinen btirfen, baf bie Sebingung 5.)/ 
namlic^ (y~h)«-|p^ <+p.l/r'-(y-h)* ftc^ für icben SQBert^ 
»on y, erfönt jie^t, fo oft (y-h)^^|p« ijl, folglid^ bann 
flar ni(i)t befc^rdnft. 3)ie SBebingung 17.) tritt alfo nur 
bann erfl auf, wenn (y-h)*>^p* \% a)agegen tritt jeftt 
wieber bie Sebingung 

6) (y-h)^^r» 

^injit. — ©0 lange alfo (y-h)^<ip* iji, i^ lange tritt 
bie Sebingung 6.) auf unb hi(]&t bie S3ebingung 17.). ^ ®o 
tt>ie aber (y-h)^>lp^ wirb, fo treten bie SBebingungen 6.) 
unb 17.) jugteicb auf; unb bann m6gli(ber Seife mit einanber 
in bcn <^am))f. iDann mup man a(fo fofort unterfd^eiben, 

ob r'<y"*, ober ob r^>y"* 
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1^} benn im etjlern gatt vt)ate »leberum t?ott ten beiben Srtln^ 
gungen 6.) unb 17.), nur Wc SSeblngung 6.) allein ju Uxi\ä^ 
^^tiitn, — tvell mU i^v He Sebfnöimg 17.) jugfeic^ erfudt 
ifl} im anbem gaU bagegen ifl nnr We SeWngung 17.) aUeiii 
JU bevurfftt^itlgen, tt)eil mit i^t bann bie 6.) jugleiti^ erffiOt iji. 
©0 »ic aber (y-h)*>ip' iji, fo folgt anc^ (aue 6-) 

r*>ip» b. l). r^ip. 
2)ie etPete annähme r^<y"*, füt)tt aber ju 

r*<pr--ip* b. ^. JU (r-jp)^<0," 
n>elcbe«, ba ba« Ouabvat jur 8infen fiet« pofttb ober ifl, 
einen aBiberf^)ru(^ ent^Stt; alfo lann biefe etfiere Slnna^me nic^t 
$laft greifen; folglich bleiben nur bie beiben Sebingungen 16.) 
nnb 17.) aUein maßgebenb, fo lange (y— h)*>ip^ iPj ba* 
gegen bleiben bie SBebingungen 16.) unb 6.) allein bejlimmenb, 
fo lange (y~h)«5ip' x% 

SBegen ber 6.) iji aber, fo oft r<ip iji, auc^ 
^(y-h)*<ip'; «nb, fo oft (y-h)»^ip^ ijl, auc^ r^ip; 
tboraud aud^ noc^ inbirelt ^en^orge^t, baf umgele^rt, fo oft 
'>iP *P/ <^w^ not^tvenbig (y-h)'>]p^; unb fo oft 
(y-h)*<|p* ijl, anä) not^toenbig r<|p fein mfijfe. 

!Die Sebingung 16.) ifi ßetd erfäHt unb befc^ränft ba^er 
bie SBert^e t)on y nic^t/ fo oft 

r=b-c-ip 
ifi, xok bie blofie Slnfid^t berfelben le^rt. @o (ange alfo 
r<b— c— ^p i^, fo lange flnbet nur bie Sefc^ranlung 6.) 
aHein flatt, im galle (y~h)*<|p\ (ölfo auc^ r<jp) 
iP; — ober nur bie Sebingung 17.) allein, fo tvie (y~h)^>:ip' 
(alfo audff r>ip wirb. — 6o tt>ie aber r>b— c— |p 
»irb, fo tritt bie ©ebingung 16.) befcbrfinlenb auf. 

Vtan fitiji j^d^ ba^er nun t^eranlaft, jn^ei Unterfälle \>on 
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dnantet gu «nterfc^efben, einmöl, tt>enn b-c— |p5tP ««* 
t»antt; mnn b— c— |p>|p Ifl, b. 1^. je nod^tem b<c4-|p 
okei; b>c+|p iji. 

(grpct Untetfall. — 3ii b<c+|p (aber n^ 

>c4-1p); fo fonbcrt fld^ fofott ein S^^ell unferet €ummc 2, 
ah, in mlit)m r t>ott an b\i ju b— c— |p ^in gc^t; ri^ 
bann nod^ <ip; folflli* iji aucd (y~h)^<ip^; folglft^ 
ttitt nun tie Sebingung 6.) aQetn befd^dnfenb auf, unb ed 
ge^en alfo g(e!4i}eitig bie Sßert^e )oon y, ^n h— r an btd )u 
b+r l^in. S)lefct: S^^eil ber Summe 2, iji nun au«gebtu(ß 
iux^ ba« 3)oj)j)et3nteflral 

^ t/o U.^r <^'^> +Vr^^(y-h)« 7 

®c^en nun bie JBBert^e von r, »on b— c— ip an M# tu 
4p weiter foit, fo tvitt bie SBebingung 16.) mit ber 6.) jugldc^ 
auf. !t)ie erjlere giebt (nac^ %. 4^.) 

y--h<-y', fo lange y<h, unb 

y— h>+y'| fo balb y>h »irb. 

Die anbete Sebingung 6.) bagegen giebt (na^ %. 4^) 

y— h>— r, fo lange y<h, «nb 

y— h<+r, fo wie y>h wirb. 

ee ge^en alfo, fo lange y<h iji, bie SBettl^e \)on y, t)on 
h-r an bf6 ju h-y' fort? fo Wie aber y>b witb^ \)Ott h+y' 
an bid }u h+r fott. — Solglic^ fonbem fiäf jwei wcikxc Zf^tlk 
unfetet ©umme 2, ab, welc^ au6gebtu(ft jinb butdii bie !Doj>^ 
!|)et3ntegtale 



% 13. Stveite Uebititg. 91 

9äc aOf äBitt^e t)mt r cnUkti, we((i|)e >^p Jn\>, tritt, 
weil i9ti r>ip, a«(5 (y-h)*>ip^ nJwb; fiatt ^t 6.) 
bie 17.) ein, ml^t (na(^ %, i\) liefert 

y_h=-^y", fe lange y<h ip; unt) 

y— h<+y", (o wie y>b ö?irt. 

e« ge^en alfo nun, fo lange y<h ip, fcie SBert^e^i^on y, 
t>on h— y" an bi« ju h—y' ^in; fo tt>ie abet y>h iji, »on 
h+y' an bi« ju h+y" l^in. Unb ba fona<|i jlet» 

h-y<h-y' unb h+y' < h+y" 

alfo y'<y" i. \). +|/rMb-c-ip)»=+l/Kr=i^ 

bleiben muf , fo liefert biefe SSergleid^ung noc^ 

(r-~iP)"<(b-c-ipr, obetba r-^p ie|}t ^ofiti» ifi, 

r-?p<b-c-ip, b. ^: r<b-c+Ap5 

tt)obur($ ber obere ®tenjwett^ t)on r bejiimmt i|i. 

!Diefe legten ill&eUe ber Summe 2, jinb ba^er au^gebrücft 
bur(^ ble 3)oVpeU3nteflrale 

tt>o überall y' unb y" bie in 16.) unb 17.) fie^enbin gunftionen 
von r, t)orPellen. 

SRan jlttbet ba^er in biefem erpen Unterfatte be« atteiten 
%aUct, b. f).t wenn b>c+|p, aber <c+|p. iji. 
n. 2f.dx.dy = F.+G.+H.+J. 

3tt)eiter Unterfall. — 3jl b>c+^p, b. ^. 
b-c— ^p>^p; fo fonn man juerfibie aSert^e t?tn r, t>on 
an bie ju ^p fortfcl^reiten laffen; bann ifi r< jp, folglic^^ 
(y-h)*<ip'). foIftU«^ tritt mm bie Sebingung 17.) nic^^t 
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ottf, fontern bie 6.)> tmb tie Sebingung 1&) ttbt nodft nntt 
auf, weil no(^ r<b-c— ^p iji. DU »eWnflung 6.) jefgt 
aber, baf bie SBert^e \)on y, \)on h— r an bl« )U h-fr ^^fn 
fortgeben. — - di fonbert (Icft alfo nun ein 5'^eil ber ©umme ^, 
ab, n)el(i^er audgebräcft ifi burci^ bad !£)op))e(^3ntegra( 

i&ft man nun bie aSert^e von r, )0on ^p an bid )ii 
b-c— :^p ^In weiter fort flehen, fo tritt bie »ebingunfl 16.) 
immer nodf nid&t auf, bagegert bie SBebingung 17.), patt ber 6.). 
— a)iefe liefert aber für y, alle SOBertbe »on h-y" an bi« ju 
h+y'' ^in. Diefer Jl^eil ber Summe 2, ifl ba^er au^gebröA 
bur^ bae !t)o<)pet3nteflral 

^ ^4p It/h-r ^'''^ +Vr»-.(y-h)* 7 

gfir bie weiteren JBSertl^e \)on r, tritt ju ber Seblngung 17.), 
au4i nc^ bie Seblngung 16.) l^insu, unb e« ge^en ba^er nun, 
fo lange y<h Iji, bie aSert^e t>on y wieberum \)on h— y" an 
h\t itt h-y' ^in, unb, fo (ange y>h Ifl, t>on h+y' an bW 
ju h+y" ^in; wä^renb wieber 

r^b-c+ip 

bleiben muf , bamit eben biefe leftteren ©renibebingungen feinen 
SBlberfprudf) erleiben, b. \). bamit y'<y" bleibt j au« weld^cr 
le^teren äJergleid^ung alfo biefer obere @ren)wert^ ^^i? 
t)on r, ]^en>orge^en muf. 

a)iefer J^eil ber Summe ^, iji ba^er auigebrärft bur^ 
bie !Doppe<^3ntegrale 



S. 14. amitt Ufbuttd. 93 

3fn tiefem jweiten UnteifaQ M imiUn %aUti, t>. ^. tt)enn 
b>c+fp flegeftctt ifi, flnbet fidj^ ba^ec 

m. 5f.dx.dy = P.+K.+L.+M. 

©0 wie aber bie gefuc^te ©umme ^f-dx.dy in lauter 
folt^e S^l^ellfummen jerlegt iji, welche burd^ fogenannte bejümmte 
integrale auegebriitft b. f). angegefgt werben, fo le^rt bann 
bie gormel Q. be« 8.5, bwrc^ wel^e« SRec^nunftÄ^SBerfa^ren 
bfefe ©ummen au^gewertl^et werben fonnen. 

8. 14. Srfie allgemeine Slufgabe. 

©« foB bie ©umme ^f^y.dx-dy unter irgenb gegebenen 
®renjbeblngungen, babur^ gefunben werben, baf man patt x 
unb y, jwei neue SBeränberlf^e r unb S einführt mlttelfi ber 
betben ©leid^ungen 

1) ^^(Pt.9 unb 2) Y = %B' 
Vorbereitung. Sejeid^nen dr unb dO bie mit dx, dy 
jufammen gehörigen unenbli(!tfleinett Swwac^fe, — fo baf bie 
neuen SBert^e x+dx, y+dy, r+dr unb e+iO, Patt ber 
alten SBert^e x, y, r unb ö gefefet, ben 

®Iei<^ungen l.)uttb 2.) abermal« genfigen, — fo ^t man nad^ 
ben JRegeln ber DifferentiatÄec^nung (au6 1. unb 2.) 

dx = S^v-dr+Sy^ •de unb dy = dip.^dr+Bxp^ •de ; 
foIöH<^ 

dx*dy = Ögpr*8V'r-dr*-[-(8yr*9i/^ö+99Pr8^r)dr*dö, 

+bq>rB^9*de^i 
a(fo Wirb 

.Sfx^*dx*dy = -Sf(r,j)»85Pr^8V'r-dr* 

+5f(,^ 9)<9?>r*Ö^9+&?Pö •8V^p)»dr.d»+2f(r, $y9g>s •dtp^de^, 
wenn f(r,ö) ba« borPeW, wa« au« fx,y wirb, fobalb bie %mh 
(ionen y,,« unb t/'r,^ bejöglic^ Patt x unb y gefeftt werben. 

Obgleid^ 4ber je^t bie gefud^e ©umme ^f«dx>dy in bvei 
Summen jerlegt ip, welche bto« r, e, dr unb de enthalten, fo 
bePj^ wir boc^ feinen £e^rfa^, burd^ weld^en wir bie erpe ttnb 
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tfUte tiecfeüen, n&mli(j& €iimmttt \>m bet %cm ^Fr,i*dr* unk 
^Fr,j*dö*, auivotxt^tn tfmtttn; — wemt »ir Awl^ feie 
mittlere btefet Summen l^ur^ bejlimmte 2)op)^H''3ntegra(e ahS^ 
fcvfiden unb bann ImiS) tt>iet>er^otte Slnwenbung bet gorwel 0. 
be« 8. 5. auewertl^en lonnen. — 2)cr einalfle auÄna^mefaD tritt 
etn, wenn ble Jwnftlonen y unb tp nur einen einjfgen ber Uu 
ben neuen SBeränberlid^en entsaften, g. 8. gp bloÄ r^ unb tp 
bIo8 Bf ober y Wo« 0, unb t/^ blo0 r, — weil bann fllei^^ 
jeitfg ögPö = unb 9i/^r = 0, ober flleic^jeltifl Öqpr = 
unb Öi//fi = Wirb, fo baf bie nld{|t au«jutt>ert§enben beiben 
3;|etle gau) wegfaDen. 
!J)ann ifl entweber 

^f.dx-dy = -5f^r,ö>-9yr*9^ö-dr-d^ 
ober 

-Sf.dx.dy = ^f(r,ö)»9yö*9i;/r'clr-d». 

3tt aKen übrigen %alim mn^ man aber, wie folgt, \)erfa^ren. 

äBirfüi^e Sluflofung. 3Ran mu$ namUc|^ einen neuen 
93eranberlic^en na 4) bem anbern einführen unb niätt beibe 
auf einmal. — 2J?an climimrt alfo auÄ ben beiben ®Iei(^ungett 
1.) unb 2.), ben S3eranberli4ien 0, fo ba$ man eine ein)igc 
©lelcbung jwif^en x, y unb r entl^dlt, weldfie, nad^ x auf^ 
gelojl, bie §orm 

3) X = Xr 

annimmt, wo Xt eine gunftion »on r (unb y) t)orfteBt<^ in wU 
d^er X felbfi nic^t t)orfommt. gu^rt man nun flatt x ben neuen 
SBeränberlid^en r mittelß biefer ©leid^ung 3.) ein, fo l^t man 

dx = Övdrj . , 

alfp ^at man nun genau ben gaK ber St. 12. unb 19. > unb 
e« wirb ba^er 

4> ^t,y.dx.dy = -2f(r.y)-öxr.dr.dy, 

\ntm f(,,y> Wieberum ba« btbeutet^ «ia6 au« 4,y »M| fS^balb 
nMin.Wc gtinftion :fr (boti r unb y) ^ott x fublHtulrtj m 
Ohx, wie wii iit ben 19* 1% 4mb ia gefe^en ^te», mUt 
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f(r,y)f Jw *^" ^ctfc^iefccuen aM^llimgen blcfer 6umnie jut 
gie^ftctt, t>ctf*iebenc gormcn t^orgePeUt fein founen. 

hierauf fä^tt man erß {)att y ben netten SeianDetlh^en 9^ 
ein, mitteljl tet: @ldc^ung 2.), ti^It^e 

5) dy = öi/^rd^ 

gicR — 3>ie ^Ui^mQ 4.) gel^t tann aber in liefe, ndmii(^ 

6) :^fx,ydx.dy = :^ f(r,^).8xr.© i/^e • dr.dö , 

»0 f(r,ö) ba« wlebet vorteilt, wa« aü« (ben \3erf(%iet)enen fjor^ 
men t)on) f(r,y) »Irb, wenn mön noc^ t/^rj Patt y fefet, weldfe« 
baffelbe xft, xoa9 au* f^y i^eworge^t, wenn man Patt x unb y 
bejüattc^ bie gunftionen q> unb tp (\>on r unb ») fubpituivtj 
— tt>a^tenb and^ tioä) t//j unb 9i/^ö »etf^iebene gotmen i)alm 
fönnen, je nad^bem unter ben, ju ben Pet* wa^fenb gebacfiten 
SBkrt^n i?on y, fiebrigen SBettl^n t?on ß, «Äeberum m flein^ 
per ober ein gr&ßeper ffiert^ wtUnmt, eber feine* \>ön befben 
Patt pnbet. 

aRan fann aber 9xr in We, in 1.) unb 2.) für x unb y 
gegebenen gunftionen (pr,$ unb tpr,9 leicht auÄbrütfen. — 2)enlt 
man pd^ nämlid^ in 

unter biejenige Bunftton bon y unb r, mliSjt au* bet 
©leid^ung 

2) y = V'r,ö 

für B ^erborgel^t, unb weI(Jbe blefe leitete ibentifd^ mac^t, \o 
bap pe in y = y übergel^t (in fo ferne r in i^r bon felber 
^ weggebt) — fo wirb (au* 1.) unter biefer »orau** 
fefrung 

7) 8xr = Bfr+9q>^ • 8#r , 

wÄ^renb bie Oleit^ung 2.) unter berfelben »otauÄfeftung 
m^ T bifferentifct, 

8) 0=idi/^t+9V^rdö, 

^Ift. (ElWititt mn nun <iu* 7.) unb 8.) bie %Ueituttg 0(9,, 
fo er^&U man 



^ 
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öl//« 
SDie (üfdc^Uttg 6.) fiiebt tann 

tt>o aber in Ux Summt jur Siechten; fowo^l f(r,«) al« auc^ ket 
jweite gaftot ö^Pr-Si;/«— ©«/'r-öyj tjevf^lcbewe, jcboc^^ jufam*» 
menge^orige gotmen t)orftcllen Wimen, in ben »erfc^iebenm 
a:^eit®ummen, in welche bie 3;otal*®umme (in C- iur 3le(^ten), 
ien iebedmaligen ©lenj^Sebinflunflen flcmaf , jerfdUt. Um abtx 
bic8 leitete noc^ nä^et bepimmen ju fonnen, muß man erfi bie 
gunftionen tprj «nb t//,,^ bejilmmt angenommen l^aben, fo wie 
natürlich auc^ bie ©tenj^Sebinflungen fftt bie SBert^e t>on x 
unb y beftimrat gegeben fein muffen. 

Slnmetlung* ^m fann natätli($ aiid^, nad(|bem e tiu 
minitt unb bie ®Iei<$ung {Wifc^en x, r unb y erhalten \% ftatt 
biefer leiteten bie gorm 3.) ju geben, fold&e (nic^t nai^ ?, 
fonbem naäf y anflofen, fo baß man 

10) y = yr 

ev^alt, tt)o yr eine gunftion ^on r unb x tJorfteOt, (welche 
natörlic^ y felbß, nic^t enthalt). 9Kan fann nun juerfi (iatt 
be* 95ec&nbetlld(;en y, ben neuen SSeiÄnberitt^en r einfügten, — 
\)at bann 

dy = 8yr«dr 
unb 

11) :Sf.dx.dy = 2f(,^).9y,.dx.dr. 

^ietauf tt>irb bann {latt x, bei: neue aSetänberlic^e 9 eingeführt« 
mittelfi bet ©(eid^ung 1.) unb biefe giebt nun 

dx^d(p9*d0f 

fo baß nun gefunben loirb ^ 

12) 5f-dx.dy = -5f(r, ö)-9yr«9gpe • dT»i9, 

wobei f(r,ö) genau biefelbe SBebeutung ^at toie oben. 

!Drü(ft man nun 9yr in y unb V' au«, inbem man fl(^ 
aue ber ©leic^ung 
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in T unb x au«ßebtötft, gcfunben unb in biefe, xok in bic 
onbete ©leii^ung 

2) y^V'r^ö, 

fubfiituirt benft, fo ba^ ble ©leid^ung 1.) ibentifd^ x = x \t>\xi, 
unb nac^ r bifferentiitt 

13) = a5Pr+9<)Pr9Ör 

liefert, tt>d^te)ib bic ©leic^ung 2.) butdf) biefclbe ©ubjHtutlon; 
in bie 10.) flbergc^t unb m^ r bifferentiitt 

14) 8y, = 9V/r+»V«*ö^r 

liefert; — eliminirt man bann au6 13.) unb 14.) bie Unbefannte 
ö^r, fo ergiebt ftc^ 

ID) öyr- Q^^ , 

folfllidfi fle^t icfct bie 12.) über in 

Ci) -Sf-dx.dy = 2frj*(dxlJj:&q)9—bq>T^dip9ydT*de. 

SBerflleic^t man aber biefe6 SRefultat mit bem oben gefunbenen 
(C)f fo ieigt <t(^ eine Heine aSerfdbieben^eit in beiben SKu^ 
brficfen }ur SXed^ten, bie |ebc4^ nur in einer Um&nberung bed 
5Borjei(^en« befielt. Da f(r,9)s=t,y iji, fo iji ndmlic^ im 
5ßaragrap]^en 

dx-dy = +(89)r*8i/^j— 8i//r*8yd)'<lr»<lö 
ie^t aber 

dx.dy = — (8yr*8t/^9— 8t//r-85Pö)«dr^dÖ 
gefunben »orben. 

äu« biefer SBergleid^ung folgt aber: 

1) ©0 lange bie SBert^e t)on r unb fo finb, ba^ f!e 
bcn Sluöbrutf &(pt*dtpQ—Sipr^q)Q pofitiv mad&en, lonnen bei 
ber 2lm\?enbung ber gormel (C) im $aragra^)^en, fowo^l dr, 
atö de^ beibe negativ ober beibe pojititj gebadet werben, tt>Ä^^ 
renb bei ber Slnwenbung ber i^iejtgen gormel (Ci), dr unb d^ 

7 



ttle juflldd^ negatto unb nie..jufllei(ii ^)o|ttlt> fleba<l&t werten 
börfen. 

2) So wie aber fol<3be aBertl^e ^on r irnb ^on S eintreten, 
weld^e benfelben SluWrud Ö^Pr-Öip^—Si/Zr-Syd negativ machen, 
muffen in ber govmel (([) dr unb dS ate y)evf(^iebene Sorjelc^en 
babenb, gebod^t werben, in ber gormel ((L^) aber aW einerlei 
aJorjeldf)en l^abenb. 

3) 3jl berfelbe 8lu«bvu(I 99)r-9i//ö-8i/^r-9ye für aOe 
SBertf)e »on r wnb pet« pofttit?, fo ift bie Formel (C) bie 
bequemere; bagegen wirb biegormel (C,) bie bequemere, fo oft 
berfelbe auSbrud für alle SBert^e t^on r unb ö, fietd nega^ 
tit> wirb. 

$. 15. a)er britten Aufgabe 

fiebente 2lufIofung. 3?e]()men wir nun unfere britte 
Slufgabe notb einmal bor; fu(3^en wir alfo noc^ einmal bie 
©umme 

_^t,y»dx.dy 

X^b, (y— h)»:<p(x-c) 

iii 3>o!j>i)el^3ntegrale auÄiubrfiden, aber ie^t burc^ einfä^tung 
twn jwei neuen SBeränberlicben r unb 0. 
(S6 fei nAmlid^) gegeben 

1 ) x = q>r,9 — c+ ip-hr»6b* 
unb 

2) y=:i;;r,d== h+r.Si/i^; 
fo ^at man 

Öqpr = Cosß; 8g>^ = r-5i/i tf ; 

d\pr==Sine unb Bips=^T'Cos9] . 
alfo 

9yr-9</^$-9i/'r-9g>ö = r unb 9(//r»9ye-9yr-9i//« = -r. 
^ie @leicbung 1 bed S* 14. iß nun folgenbe^ n&mlt(|^ 



3) ^fx,y*dx.dy = Jf(r,9)-r-dr.dÖ *), 

wo man dr unb d^ fict« ^)ofttb jic^ l)en!en lann mV \oo ßlücf^ 
ttd^cr SBelfe ber gaftor f(r,o), wie bei: anberc galtor r, nur 
einbeutig i^, fo bafi bie SSemidelungen, welche bie SStelbeutig^ 
feit bcvgormen^evanlaft, jefet gar nid^t eintreten. 2)a t*Cos9 
unb T^SinO, alle pofittoen unb aKe negatben SBertl^c l^aben, 
)>om fleinßen bi^ )um größten, wenn man B {Wtfd^en unb 2r€, 
vtxit T pcftti)) nimmt; unb für weitere SBertl^e t)on S unb r, 
olfö auc^ für negative biefelben SBert^c nur wieberle^ren, — 
fo folgt au« ben @lei*ungen t) unb 2.), baß man r nur 
pojttt)) ober ber 9{ull gleich ne{)men barf, unb 6i l^Sd^fien« 
jwifc^en unb 27t, wenn niiJ&t SBert^e t>on x ober t>on y, 
bovv^lt erf^einen follen**). 

2)ie Sebingungen für bie ©renjwert^e »on x unb y, nfimtidff 

x<b unb (y-h)«<p(x-c), 

gelten jejjt über in 

5) r.Co*ö<b~c-:Jp unb 6) r*.Smö*<pGp+r.Coj»); 

fubtra^irt man aber bie lefetere Ungteid^ung t)on r^ = r*, fo 
erhält man ftatt i^rer, 

(r.Co^^)^>r^-pr.Co5Ö~:ip* 
ober _ 

(r.Co*ö+ip)*>r«. 

ig)ierauö folgt wieber, weil au« 5.) ^ert^orge^t, baß 
r.Co*^+ip> JP; folgtit^ pojitl» ifi (nac^ «. 4^) 



•) ^a^ bet gomet g, toütbe man etl^aUen l^oBett 

JDann l^ätte man dr ober d^ fiet« negatb, ba« anbete ^Differential aber jlet« 
i>ottti» fid^ benfen muffen; nnb Bei ber Setlegung ber ewnme ^, \n^m^^ 
SntegraU müßte man bann bie gröf ere ©renge be« abne^menb geballten 
^ei&nberlid^en (naä^ $. 1.) aU bie untere nei^men. 

**) STOan fann « innerhalb BetieBiger 4 auf einanber fotgenben Dua^ 
btanten ne^Mnettr alfo au^ negatib; aber ni^t leitet. 
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ober ^f^T(i-'Cos0). 
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3)ic Scblnflimgen 5.) unb 7.) ftnb nun bte ejnjig maßvjebenbcn. 

©ummiren wiv nun juevfi fuv einen fonfianten SBevtl) ^ou 
0, unb für ade SBertlje »on r, fo muffen wix x>ox aflen Dingen 
au« biefen SBebingungen 5.) unb 7.) bie ®renjn)eitl)e t>on r, 
aW gunftlonen \3on y, Verfetten. 

8Iud bev SSebfngung 5.) folgt aber (nac^ §. 4^) 

8) r^-g — ßi fo fflwge CosB negatit),-^— abev 

9) r< ^Q^^ > f<> »>'^ ^0*^ ))ofitit) wirb. 

2lu6 bet Sebingung 7.) bagegen gel^t, ba \—CosB ftet« 
pofitit) ifl, Apietnal 

^ettjor. — aBeil aber, tt>egen bet 5.), CosB nie pojttiio fein 
fann, wenn b<c+ip ijl, — bagegen eben fowol^I ))oftHiD 
al6 negatit) werben fann, fo wie b>c4-]p iP^ fo muS man 
fofort wieber bie früheren beiben gfiße t)on einanber untere 

fd^eiben. 

erjiet gall. - 3fl b^c+ip, — fo i|l CosB nie 
^)ofttiv; e6 finben bal^er ie^t nur bie beiben ©venjbebingungen 
8.) unb 10.) fiatt; ba^er gelten bie SBert^e »on r, von 

an, bld ju 

^in. llnt> mil jiet« r"<r' bleiben muß, foöieWWeOleic^ung 

eine ©tenjbebtnguns fiit tie SSBett^e von d. @te gtebt 



r 
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b-o+ip 
unb fie liefert föt: ben ©tenjtvert^ t>ön ö, jwei aSert^e, einen 
aaSert^ ö' im imitm Duaivanten, namlic^ 

13) ^^c=^rccQ^. l^^T^^ , 
b-c-f-ip 

unb bctt anbem 2^-^' im Dritten Ouabranten, fo baf bie 
SBert^ »on , t?on ^' an bi^ ju 27r-ö' ^in ge^n, in fo ferne 
für Wefe SBert^e »on 8 aUein, fieW r"^r' bleibt. — SRan 
ftnbet ba^er für biefen gatl, wo b<c+ip i|i, 

I. :^f.dx.dy ^f^r'XfjM' -r-dtj-dö , 

wenn nur r" unb r' unb ö' au6 11.), 12.) unb 13.) i^re »e^ 
flimmung flnben. 

SP namentlicl{) b = c+|p, fo i|i r" = unb 
ö' = Are COS. 6 = ^TT, unb für biefen ganj bejHmmten SBert^ 
t)ott b, finbet fi^ ba^er unfere Summe 2, 



==/:1X'f<"^>-^-4^^- 



3tt)eiter galL — 3Ü b>c+ip, — fo iji bie Sebin^ 
flunfl 5.) allemal erfüllt unb fte befd^ranft ixx^i, fo lange Cos 
negativ? ift, b. ^. fo lange B^ t)on \n bi« ^n ge^t. gür 
Cose ^)ofitit> tritt jte bagegen (in ber gorm 9.) wieber auf, 
waljrenb bie anbere SSebingung 7.) in ber gorm 10.) befcJrSnft. 
2)ic SJebingtmgen 9.) unb 10.) treten* aber bergefialt mit ein^ 
anber in ben ^ampf, ba^ bie 10.) aUein ju erfüllen bleibt, fo 

'^^ö<^ ^S^^r=fe^ ***' ^^^" *"" ^^^ ^^"" ^'^ ^'^ 

jugleic^ erfüOt iji} — baf bagegen bie 9.) allein ju erfüüen 

bleibt, fo lange "~^^<iZ^7i9 ^^"^^ ^^^*^ ^^^" "*^^ ^^'^ 
9.) bie 10.) juglelc^ erfüllt ifi. ißie Oleid^ung 

b--c--Jp^ _i£_ 
Cose i-CosO 
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gieM Me @<^eibmanb jtDif^en ben einen rnib ten anbem^Set^ 
t^en ))on e^; unb fie liefert wieber fär B iml SBert^e, nämli^ 
ben SSertl^ 9' aud 13.); ber aber badmal im erflen Duabranten 
liegt, uttb ben SBert^ 2n-0' im vierten duabranten. %m alle 
SBert^e »on 0, welche von e* an, wad^fenb, bi^ 2n—e' ge^en, 
ijl alfo r' (and 12.) ber ®renjtt>ert^ )Don r; für bie übrigen 
SaSert^e t>on 6 aber, namltct^ ))on an bid (^' ^in, unb wn 
2?r— ö' an bid ju 2/r ^in, ifi bagegen r" (aud 11.) ber ®ren}^ 
wert^ t)on r*). Unb ba n>eiter feine befc^ränfenbe Sebingtmg 
übrig ifi, fo ifi («ua) ber untere ©renjwert^ »on r. — Wtaa 
flnbet ba^er jefet « 

3)a f(r,e) ben aSerdnberii(^en # nur al« Co^(? unb Sinö 



2n liegen^ geigt fid^ namtid^ Cot% ^jofltiö nnb ^Co««' b. ^. > ^^~^*^ ^ 

ttttb borau« fotot bann toieber l-Cof^< ^ ^^ , unb -t?—^ < b-c+ip, 

= b-c-f-^p Cos 5 = **^ 

unb no^ j-^ — ^b-c+^p; folgtid^ auc|f um fo me^r 

'^Sr^rfei' f^^9^^* ^<^ "*«* ^« «ebingung 9.) bic 10.) gugteic^ 
erfüllt unb eben be^^alB liefert nun bie 9.) ben oBem ©rengtoertl^ »ou r. — 
gür bie 2Bert]^e »on 9 aber, 'toeld^e gtoifdS^en $' unb ^tt, ferner gtolfd^en 
%n unb 271 ~j' liegen, ift Co*fl nod^i immer vofitiö, aber <Co#5'; unb 
baroud folgt bann loieber (gang analog toie furj ))or^er) , baf bann allemal 

-^^^>j-^^— ; unb be^l^alb bleibt {e^t r' alö bie obere ©renge »on 

X, toeil nun bie liBebingung 10.) allein maafgebenb tvirb, \\\ fo ferne je(^t 
mit ber 10.), bie 9.) gugleid^ erfüllt ift. Unb ba, fo lange Co$^ negativ 
ijl, alfo öon ^-\n an bi« gu ^-\n l^in^ ol^nebied bereit« »or^et r* 
al« bie obere ©renge "tm r erfannt würbe, fo fielet man flar, baf r* biefe 
obere ®renge bleibt, »on 9 = ^' an bi6 gu 9 = 27r~fl' (o^ne aUe Untere 
bred^ung) l^in. 
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entff&U (naib 1. unb 2.)i Hefe leiteten abev jl<^ nic^t anUmf 
nvenn 27i:+d fiatt ö gefc^iieben tt)irt)5 l)a femev d(27r+ö) 
cbenfaUe wtefcer in d6^ übergebt; ba enWidb.We Orenjwert^e 
biefe« neuen SBu^fiaben ö, um 27r Meinet finb, ^W bie bed 
alten (wenn 27r+ neueö 0, fiatt be^ olten ^, gefegt werben) 
— fo ieigt ft(* baö leftte biefer btef !Döj)peU3nteflvale audj» niwi^ 



=xic/r^<"«"^-*")""' 



unb fann nun (na(^ S- 2.) mit bem jweiten, in @inö jufammen; 
gefaft wetben, fo baf man ((^UefHc^ etl^dlt 

II. ^f.dx.dy = /T'" («/r*^^''"' •'^•<^'")'^* 

wenn nur b>c+ip ifi, unb wenn r", r' unb 0* aw^ IL), 
12.) unb 13.) i^te Sejiimmung erhalten. 

8. 16. 2)er britten Slufgabe 

a(]&te3lufI5[ung. @ummiren wir aber in umgefe^rter 
Drbnung, nämlit^ juerp für einen fonjianten SBert^ »on r, unb 
für alle SBert^e i>on 0, — fo möjfen wir au6 ben vor^anbenen 
Sebinflungen 5.) unb 7.) junfic^fi bie ©renjwertl^e "oon 0, al* 
gunitionen tjon r, ^erfieHen. — 9Kan erhalt au^ biefem ®e^ 
ft4^t6<)unft, ate bie ju erfuHenben Sebingungen (ba r nie nega«« 
tio iji) 

14) Co^ö = ^=^liP unb 15) Cose^i^^. 

(SrPer gall. — SBenn b<c+|p ift. — 3)a CosO 
nie Heiner ate —1 unb nie großer aW +1 ^verben fann, fo 
muf (wegen 14.) fietö 

r>c+ip-b 

bleiben, woburt^ bie untere ©renje üon r feftftel^t. — iDie Se^? 
bingung 15. bagegen iji für jieben SBertl^ t)on 6, erfüllt, fo baß 
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f!e \>am flar nfd^t befd&tänlt, fo oft 1-^^-1, fc. l). i-<|p 

ifl. — Söt aHe SBett^c »on r, welche jtt>ifd^en c+^p— b unb 
7P Hegen, ^at man alfo Uo6 bie Se^ingung 14.) aDein }tt 
bevüdjtc^tiflen. — ginbet man alfo au6 bev ©leic^ung 

Cos = ^P ble ©vcnjwett^e »on ö , nämlic^ , im 

jweiten Cluabtanten aud ber ©letc^ung 

16) e,==Arocos,^^^^^ 

unb bann ben jweiten SBeit^ 27r— ö, im brüten Cluabtanten, 
— fo überjeiigt man jtc^ balb, ba^ für aOe SBert^e tjon 6, 
welche t)on S^ an hi^ ju 2n—e^ fein ge^en, CosS'^CosO', 
b. ^., bÄp bie Sebingung 14.) erffiHt ifij für bie übrigen SBert^e 
»oh 0' (jwifcf;en unb ö,, unb noc^ jwifcben 27r— ^, unb 27t) 
aber nic^t. — 66 fonbert flc^ alfo nun ein X\)eH ber ©umme 2, 
ah, tt)elct>er auögebrücft l|i burc|> ba6 2)oppeU3ntegral 



^•)." f^i^riXr\,rr'do}iT. 



©0 wie r>;Jp wirb, fo tritt bie Sebingung 15.) befc^ranfenb 
auf. ginbet man alfo aud Cos 0^1—^ biefe ©renjwert^e 
»on 6, mmü6) ben einen 6" ani ber ©leic^ung 

17) Ö''=^rccoj.(l-^)*^ 

unb ben andern 27i— ö", — fo jeigen bie Sebingungeu 14.) 
unb 15.), baf bie SBert^e »on S, tjon ö, bid ju ö", unb bann 
wieber »on 2n—0** bi6 ju 2/1— öi fortgeben fonnen unb muffen, 
in fo ferne für alle biefe SBert^e »on S, Cos < Cos , unb 



*) JDiefer 3Bert§ s" liegt im jtoeitcn ober erjlett duabranten, je nad^s 
t)em r jtoifdjien ip^unb ^p liegt, ober r>4p ijl; 2w-6" liegt' bann 
gleid^^eitig im brüten ober \>itxitn Dnabrauten. 
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^CosO" wirb, Wie fol^^ca ble gebadeten Scbingungen x^cxlaru 
gen. — 2)a aba ioii) immet ö|<^'' unb (wa^ aber eben 
barauf jurödfü^tt) auc^ 2^1— ö''<27r-öi bleiben mu|i, fo 
giebt bie ©Iclc^iung öi<ö'' b. l). Cos 0,"^ Cos e*', b. ^. 

— ^r->I-7- 

ben oberen ©venj^vert^ t^on r, namlic^i 

(S6 finben [xä) alfo bie beiben fibtigen 3:^eile ber ©umme 2, 
no(^ au^gebtfldt butd^ bie 2)oppet3ntegraIe 

ober bur(i& 

inbem man in bem einen ber Snteijrale wieber 2n-\-e patt ö 
gefc^rieben ^at. 

ÜWan l^at nlfo nun in biefem gaße, wo b<c+|p ijl, 
gefunben 

I. \^f.dx.dy = A.+B. 

3weiter galL — SBcnn b>c+|p Jft. — aud& in 
biefem gaKe befc^ranft. bie Sebingung 15.) bie SBert^e t)on ö 

ni*t, fo lange — >2, b. ^. r<^p iß; biefe leßteren 

gelten bi4l)er »on bi« 27i fort, wenn jte ni^t burd& bie 14.) 
eine SBefc^ranfung erfahren, welc^ed aber nic^t ber gall ift, fo 
lange man r<b— c— ^p l^at, weil bann bie 14.) allemat er^* 
füKt ift. 

9Kan mup ba^er fofort jwei Unterfäde biefed jweiten ^alle^ 
unterfd^eiben, nämlid^ 



i 
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wenn -ip<b~c— Jp t>. l). mm b>c+^p 

unb wenn ip>b-c— ^p b. 1^. wenn b<:c+^p (aber 
nö(^ b>c+^p) iji. 

3m evpen Unterfall be6 jweiten SaOie«, b. ^. wenn 
b-c>^p iji, lieflcn namlid^ alle SBevt^e "oon r, welche 
jwif((ien unb ip jtdji aufhalten, auc^ jwifc^en unb b— c— |p, 
unb ble SBevtl^e t)on e bleiben bann auf beiben ©elten gonj 
unbef^vänlt, gelten alfo von bid 2u, fo oft r jwifdjen 
unb ^p liegt. (Si fonbett ^<f) alfo jeftt \)on unferet 
€umme ^, junäd^fl ein S^eil ab^ weichet; audgebrudt iß burc^ 
ba6 a>opJ)el:*3nte9ral 



^•>- x*'(yi''^^''^^-"-^4^'- 



güv alle SBettl^e tjon r, mlä)c jwifc^ien |p unb b—c— |p 
liegen, bleiben bie SHJert^e t)on 6 burd^ bie SSebingung 14.) nod^ 
ganj unbefc^ranft; bie SBebingung 15.) bagegen giebt 

CosO^CosO'*, 

wenn (9" auö bet ©leic^ung 17.) beved^net wirb, wobuvc^ #<:ö" 
unb >27r-~ö" wirb, fo bafi bie JBBertl^e t)on ö'jwlf(^en unb 
ö" unb wiebetum jwifd^en 27r— ö" unb 2^1 liegen. — (gd lofen 
1t(^ alfo nun t)on bev ©umme ^, jwei neue ©tütfe ab, wel^^c 
audgebvüdt jtnb burc^ bie beiben 3)oi|)^)el^3ntegvale 

SBeil abet f^) blo8 Co* (9 unb S^/iö enthalt, welche ftd^ nid^t 
änbern, wenn man 27r+ö ftatt 6 fefet, fo ge^t biefed leitete 
!Do^)pet3tttegtal nod& in 

übet unb fann bann mit bem etfleten in eined jufammengefaft 
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werten, fo baf bie Summe tiefet bciben Zi)üU au^aebiudt ijl 
t)m^ ba^ 2)ö»)pcU3ttte9ral 



«•>" /r'i/-i'"'<"«"-''4'"-' 



wo 61" bie burd& bie ©leic^ung 17.) gegebene gunftion t)cn r, 
»orfieat/ 

@nblid^ fcmmt bet S^^eil bev Summe 2, in welchem r 
ict>cn SBert^ ^at, bct grofet d* b-c-|p ifi. — 3efet fmb 
bie SBettlje t)on ö auf beiben Seiten begrenjt, einmal buvd& bie 
S3eblngung 15.), wel^e gu ben ©tenjwertl&en ö'' (in 17.) unb 
2Tc—e** »on 0, fö^rt, unb bann ncd^ buvc^ bie 8tt)eite Sebin*^ 
flung 14.), n>el(^e ju ben Otenjwevt^en i9, (au6 16.) im etfien 
Cluabranten, unb 2n—0i im hievten Duabvanten, fi^vt, fobaf, 
weil (na* 14.) CosS^Cosß^ ift, e>>0, unb <27r-öi. iji. 
(56 ge^en alfo ie^t bie SBert^e »on (?, einmal »on 2/r— ö" bie 
JU 271— ö, unb bann noc!& »on +^i ^^i^ J« +ö". — Unb ba 
bie gleite bet SBevt^e t)on ö, t)on 27r-ö" bi« ju 2n-e^, um 
27r \)erminbert werben fann, fo gelten jTe auc^, wenn man will, 
tjon ö = -ö" bid au ö = — i9i ^in. 

2)er nmßanb, baf jiet6 ö^^ö" (unb ~ö"<-ö,X 
baß alfo Cos e^^ Cos e** bleiben mu|i, nfimlid^ 

fu^rt gulefrt noc^ g^ 

r = b~c+ip, 

wobur* bie obere ® reu je t)on r, fld^ evgiebt. — Diefev S^^eil 
ber Summe ^, wirb alfo au^gebturft fein burc!^ jwei 2)o^)))et 
3ntegrale, weld&e jtc^ fo jufammenfajfen laffcn, namlic^ 

wd^tenb ö" unb ö, aud ben ©leic^ungeu 17.) unb 16.) atö 
gunftionen von r au^gebrötft gefunben unb atö im evßen ober 
gweiten Cluabranten liegenb gebac^t werben muffen. 
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3fi olfo b-c^.Jp, fo ftnbrt fl* 

iDenn ö, unb ^" au6 fem ©Ici^ungen 170«nbJ6-) genommen 
tt)etben. 

3m gwelten Unterfall be^ jwelten gaße^, b. ^. VDenn 
b-c<:^p (iebod^ nod^ >1p) ipf bleiben bie SBSert^e \)on (?, 
je^t nur ouf beiben ©eften ganj unbefc^itnnft, fo lange r gmU 
fd&en unb b— c— |p Hegt 5 liegt r jwif^en b— c— ^p unb |p, 
fo n)etben bie SBert^e tjon ö, bie burc^ bie ©lei^ung 16.) ge^ 
gebenen SBert^e e^ unb 2j^— ö, ju Otenjen ^ben, unb ba 
(nac^ 14.) Cos 6 "^ Cos Ol werben muf, fo muf jeber SBertl^ 
(?,>^, abet <:27r— ö| werben (wo ^i wie oben, im erfieu 
Cluabranten gebacfit wirb). — ?iegt enblic^ r jwifc^en ^Jp unb 
b— c+^p, fo werben bie SBSert^e »on ß wieber auf beiben 
6eiten begrenjt. — ÜRan flnbet ba^er U^t (wo b— c<:^p aber 

>ip m 

III. 3 fx,y.dx.dy =f^^ ^\n\9yr-de\dr 

wenn f^" unb^ö, au6 ben ®Ieic^ungen 17.) unb 16.), wie oben 
i^re Sefiimmung finben. 

§. 17. 

gu^rt man nac^ bem SBerfa^ren bed S. 14, flatt x unb 
f^att y, jwei neue 93er&nberli(i^e ein, fo laffen ftd^f bie S(uß5^ 
fungen ber einjelnen S(ufgaben (a(fo auc^ bie ber Iten be6 S. 7., 
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tocr 2tcn fce6 8- 8. unfc ter Steit be« 8. 10.) oft \>M dnfacffet 
gefialten. 

göfung ter ctjten Slufgabc (bed 8. 7.). — @ö n>urbe 
im 8. 7. bic ©ummc 

1) ^:^l^,y.dx.dy_ 

in 3)o^)))ct3nte3raIc auejubtöcfcn gefuc^it. 

gü^rt man \)hx jwei neue SBcränbevlic^e x' unb y\ mittelft 
bei* ®Ieic^;ungen 

X = x'+a unb y = y'+m 
eilt, fo finbet fxd) o^ne 3Beiteve8 aW Sludnal^möfan bet „SBo«^ 
bereitung" bed 8. 14., 

dx = dx', dy = dy' unb dx«dy = dx'*dy', 
welc^e^ le&teie SRefuItat natürlich anSf evl^olten tt)lvb, wenn man 
genau na^ 8. 14. t)erfa^tt; — unb bie obige ©umme 1.), wenn 
man ber ^ürje wegen 

b — a = g unb n— m = k 
fefet, finbet jic^ augenbllcflic^ 

2) = - Wa. y;+m • dx'.dy' 5 

< X' < g, :;;^ y' :^ k 

unb biefe finbet jtc^ bann wiebev (wenn man nac^ 8. 7. ^evfä^rt) 

9?eut 9öfung terftlben Aufgabe, «Wnn fonnte mcS) 
a-f-b . m+n , 

fe|en, fo wie no^ 

fo bap 

a = gi-gr b = g,+g, m = ki-k unb n = k| + k 
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xomU, unb iam 

x«=x'+g, unb y = y'+k, 

nehmen. 3)aun fanb flc^ bic obige ©umme 1.) 
5) =:?fx'+e,,_y'+k,-dx'.dy'; 

unb, wenn man nac^ 8. 7. \?evfä^n, Wefe Summe 5.) tt)ieber 
6) ^J^g\J^J^'+^^' y'+k,-dy')-dx', 

ober 6) =X'(Xg^"'"^^''^-^''"^'''W *^- 

Sofunfl ber jweiten Slufgabe (bee §. 8.)- — Sei 
biefet 8luffla6e, wo 

7) ^3t,yMlx^dy 

a:<x:<b, m:^y:<n, (y-h)« r;; p (x~c) 

in !Do^)^)eU3ntegrale auöflebrücft wetben foH, — fann man ent 
Weber bie neuen g3etanberiici()en x' unb y' fo einfuhren, wie m 
ber einen ober ber anbern nad{^|it)orfiel^enben Sofung ber erfien 
Aufgabe gef^el^en ifi, ober man fann ouc^ jie einfuhren mlttelfi 
ber beiben na<^fie^enben ®Iei(]&ungen, nfimlidb 

x = x'+c unb y = y'+h' 
äBirb bann ber Äüvje wegen 

a— c==— a', b— c=:b', m— h = — m' unb n— h = n' 
gefegt, fo iji bie Summe in 7.) 

8) =_- Wc, y'H-h^x'.^y' ; 



*) SBdre bie $lufga&e aH eine gecmetrifd^e gegeben gett^efen, n&mti^ 
t)ie SWajfe eine« Oied^terf« ju finbcn , beffen Äanten Be gügUd^ bie Sdugeu b-« 
unb m-n l^aben (f. ba« ©elfpiel gu §, 7.), fo l^atte man biefen 3toe<f bet 
93eteinfad(|ung ober ber eleganteren gorm ber 5Dar{ieIlung, auc^ geomt^ 
trifd^ baburd^l erreid^en !&nnen, baf man im erfiern SaK burd^ bie Qät C 
(Sig. 3.), im anbern %oJl aber burd^ ben 9)f2ittel|)Uttft bed ^t^Uäi, neue ^ 
Äoorbinaten?Sli:en \>CixaUtl mit ben oUen (0$ unb 0^) gelegt ^Ätte, j 
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itnb nun fmtn man fie, genau ba6 SSerfa^ren ))ed g. 8. obev 
be6 S. 9. befolgenb, in !Dc^)^)cl«:3ntC9i*aIc jctlegen unl) nf)&lt, 
\oaf)xmi icx Di«f«ffton unb in bcn Snbrcfultaten einfa^evc 
germen *). 

8. 18. I)er bvitten Slufgabc 
neue ßofungen. — Um bie ©umme 

1) ^ty.dx.dy 

in 2)o)>\)el^3ntegrale gu t)ertt>anbcln, fann man juna^ft 

b— c = a, x--c = x' unb y— h = y' 
feften, unb fie tjewanbelt jt($ fcgleict) in 

2) ::?Wc,r+h-dx'.dy'. 

mit ber Sebingung, baß x' nur ^ofiti^e SBettl^e befommcn 
iarf, weil y' nur reelle SBertlje ^aben [oü. 

SBtrb fte nun in biefer einfacheren ©efiatt nad^ bem 9Ser^ 
fat^ren beö §. 10. bel^anbelt, fo erl^dlt man fejbige eleganter 
au6gebrü(ft burc^ 

itnb burd^ (wenn +]/p(b-e) ober +Kpä burc^ q'bejcic^- 
net bleibt) 



"• fli/lr^'--^-r^^-'-'h' 



*) ©etrad^tet man bie SlufgaBe fel6|i geometrifti^, tote In ber SCnmerf. 2. 
jtt $.9., fö fann baplbc au(^ Bloö auf geometrifd^em Söege gef(l^cl;en, 
babtttd^, bftf man burd^ ben ©Zettel G ber $ava6el (Sig. 3.) gtoet neue 
^ootbinaten^SIfen pdxaM mit ben alhn ^jcen 036 unb 0$^ legt, toeld^e 
bann Begüglid^ mit bem <&au))tbutd^meffet GK unb mit ber barauf fenf redeten 
GZ jufammenfaUen; unb toenn man bann bie ©e^anblung ber Slufgabe, üon 
biefen neuen 9lyen auögel^enb , unternimmt. 



112 3H»eite Ue^ung. S. la 

Sofü man bann bie Aufgabe na^ S. ll.| inbem man etnot 
neuen SBevÄnberllc^en r jlatt x' einführt, burc^ eine @lel(^wig 
jwifc^en x' imb r, ble fein y mt\)&lt, fo batf man nur 

nehmen, um fofovt bie^uflofung, wie im 8. 11. ju ^aben, aber, 
tt)Ä^tenb ber Sel^anblung unb in ben ©nbrefultaten, in einfac^^e^ 
tev unb elegantevev govm. 

SBiH man bann bicfelbe Slufgabe nac^i ben 88. 12. 13. löfen^ 
inbem nfan r jiatt x' bufd^ eine ©leic^ung jwijd^en x' unb r 
einffi^il, weld&e aut^ no6) y in fl(ff aufnimmt, f o barf man je|>t 
nuv bie ®Iei(^unfl 

(x'-ip)^+y'* = r« 

jiatt bet 1.) bee 8. 12. nehmen, um fofort, wd^^renb bet Se^ 
l^anblung fott)jD^I alö in ben SnbtefuUaten, einfac^^ev unb ele*» 
gantet tjorgefc^titten ju fein. 

gu^rt man abep wie im $.15. jwet neue SBeränbetliifte r 
unb 0, jlatt bev x' uub y', ein, fo barf man nur fiatt bet bot*» 
tigen ®teic^ungea 1.) unb 2.), iefrt biefe anbeten, nämli^ 
x' = \f+T*Cos e unb y' = r.Sm ß 

einfuhren, um fiatt bet bottigcn SÖel^anblung ebenfalls eine ein< 
fächere ju ctl^alten. 

aaSit empfehlen bem Slnfanget, ju feinet Hebung, bie 3)i6* 
fuffion jenet Stufgabe mit bet ie^igen SBeteinfad^ung ju wiebec# 
l)oIen unb jwat in allen i^ten t)etfc^;iebenen Sofungen. 

Slnmctfung. 3n ben btei Aufgaben bet 88- 7. 8. unb 10. 
waten t^eilö jwei, tl)eild btei ©tenjbebingungen gegeben. — 
SBettad^ten wit bal)et jefet noc^ eine Slufgabe, in xoeKl^n nur 
eine ©tenjbebingung gegeben ift, iebod^ fo, baß butcti fte feinet 
bet aSetänbetli^en bt6 in'd UneniDti^e uubegtengt bleibt, wie 
lefttete^ j. SB. bet gall fein würbe, wenn man blo6 bie einjfge 
©tenjbebingung 

(y-h)^<p(x-c) 
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geben wollte, tt)cil jwar burt^ fte x>c gegeben wäre, in fo 
ferne fonji y Imaginär würbe, ba^egen gleid^jettig x t)on c ab 
bid in*0 llnenbllcfie wac^fen f onnte, wnb mit x bann aud^ y. — 
@ine folc^e Aufgabe wäre jwar nid&t unm6g!i(]^ unb un ber 
brüten Aufgabe be6 %. 10. ni(^t t)erfcbieben, wenn bafelbft 
b = oo gebac^t wirb; e^ mö^te aber bann bie gunftion fx,y 
nid^t Moö fo fein, baß fie för x = oo unb y = ao einen 
imenblid^fleinen SBert^ annimmt, [onbem bie imcnblid(>mal un# 
enbli^t)ielen ©lieber t)on 2Mx*dy müßten aud? eine fon^ 
toergente 2)o^)J)elrei^e bilben, wenn bie gebac^te Summe einen 
enblit^en SBert^ l^aben föHte. 

8. 19. SBierte Slufga.be. 

ÜÄac^t man aber j. 33. bie einjigc (©veni^^) ©ebingung, 
uSmlid^, baß fld& bie Summe -^fx^y-dx^dy- über alle reellen 
SBert^e tjon x unb tjon y erjireden fott, weld^e ber Sebingung 

entfpred^en, fo liegen alle SBert^e »on x, jwifd&en — a unb +b, 
weil fonfi y imaginär werben würbe, — wä^renb gleic^jeitig 
aDe SBert^e \)on y §wif(]^en — b unb +h liegen muffen, well 
fonft X imaginär werben würbe*). — gflr jeben bejiimmten 
aaSett^ »on X liegen aber alle SBertl^e von y jwif^en 

-—V^^^ unb +— J/a*-x% — wä^renb für jeben 

befHmmten SBert^ tjon y alle SBert^e \)on x awifd&en 

_^]/pZ:^ unb +3-J^b*-y» liegen werben. — 2)ie 



*) 3tt ber SSebinöung ^ + ri<lr Jfttm matt ba^et nodjf bie beibe« 

ftubent barin ent^altetten ^bittgungen . n&tttlid^ 

-a<x^+a imb -b<y<+b, 

toejin tttati ttill^ n^^ offen l^inauf einreiben, tua« Bei (Sittfü^rung neuer 
Ser&nbttrlid^en bagu bienen fann, biefelben nidiit |U überfeinen. 

8 
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f)at alfo nun immer einen entließen beflimmten SSSect^, fo lange 
nut fx,y felbji fie» einen bejiimmten SBert^ l^at*). 9Ran 



flnbet bann \of^Uiä), mnn bevÄörje n>e9en H — ]/x*-a*=3E 
flefcftt »fvt 
I. ^f.dx.dy.= /^*( /^^f-dy).dx 

wnt, »ntn man + Y^b'-y» = g) fe^t, 



II. 2f.dx.dy=/';(y^%.dx).dy. 



|. 20. 3)et vierten aufgäbe 

neue Söfungen. %ü\)xt man aber bei bevfelben Slufgabe, 
in n>elct)et ^fx^ydx'.dy' in 2)owet3ntegtaIe auögebtädt »ety 
ben foH, unter ber SBorauöfeftung , baf x' unb y' aDe reellen 
SBert^e bekommen foHen, mlä)t ber Sebingung 

x'^ y'^ = 

nicfit tt)iberfpre(^en, — fü^rt man alfo bei berfelben Slufgabe 
jut)or jtpei mm SSeränberlictie x unb y, fiatt ber alten x' unb 
y', ein unb iroax mittelji ber ©leidjiungen 

- = x unb -^ = y, 

fo erl^Ält man (»eil l^ier wieber ber StuSnal^rndfaH bet „5Bor* 
bereitung" be6 %. 14. eintritt) foglei<^ bifeft dx = a.dx unb 



•) 2)ie 3ttte0talted^ttun9 toeifl iebod^ nod^, bafi bie (Sitmmc J^f, y.dx.dy 
ftii# no<i^ einen enbl^en Hßeirtl^ f^ai, toenn für Sß)ev«^e a nnb ß, Ufi^li^ 
t>on X unb y, koeld^e innecl^alb ber (^renjen nc^f liegen, f^^y aut^ bie 

gorm -g- annimmt, fo lange nnr biefe gorm au9 einer aflgemeinett gor« 

F 

^ l^erborgel^t; in toelci^er /w unb y f feiner aU 1 flnb. 

(jL-ttTü' ßY 



S- 21. Stveite Ueto^. 115 

dy^=:b*dy; alfo dx'.dy' ä ab-dx-dy, unfe baffelbe mtt 
mm an^ bu!;(i(> genaue SlittDenbung U^ %. 14.) erhalten; folg^ 

fx'ydx'»dy' = fax,by*ab-dx»dy; 
unb tee^alb iß Je^t 

0... ^fx'^y'-dx'-dy' = ab»^fax,by-dx«dy, 

fo baß bie Slufgate felbfi auf eine »lel einfachere jutüdgefö^tt 
iji. 2)iefe leitete aufgeloji, giebt aber unmittelbar 



I 

ober 



-^f«,bydx.dy ==JJ^J^^^^J^,y,^^A^-Ax 
II. :^f«,bydx.dy ^J^ijZvSi^ fax,by -dxj -dy , 



iDelc^e le^teren beiben älefuttate nod^i mit ab mu{ti)>licirt n^erben 
muffen (nad^ 0), wenn man bie in ber feierten aiufgabe gege^ 
freue @umme audgebrädt ^aben n)ia. 

8. 21. 
gü^rt man aber, um biefe einfad&erc Aufgabe ju lofen, 
b* ^. um ^fax,by-dx-dy in 2)oi)i)eU3integrale au^aubröcfen, 

ftatt x einen neuen äJer&nberlid^en r ein mittelß ber @(eic^ung 

1) x*+y* = r^ , »el^e dx = Sxr^dr = — • dr giebt, 
fo erl^alt man biefe ®umme 2, 

= ^UTr?rby-^=^-dy-dr, . 

in fo ferne aOe )>ofitifeen Sßert^e feon r, bereits alle S93ert^e 
t)on x, geben, — alfo r nl<l&t negatio genommen werben barf, 
wenn mm bie SBert^e feon x nic^t jweimal ^aben Win. 

JBie SBert^e t)on y bleiben nun burd& bieSebingung r<l 

gans unbef^rfinft, jinb aber boburd^ befd^rÄnft, baf Vr^-^ 

8* 
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\>. \). Xf tmaginÄr werbe« wüibe, werni man y*>r* nehmen 
woHte*); man \)at ba^et nod^ bie beiben Seblnflungen, nämlt<^ 

2) r<l unb 3) y*<r^ 

©ummlten n>ir nun wieber juerfi für einen lonftanten äBett^ 
»on y, unb für aDe SBert^e t)on r; l^ierauf aber biefe (Summen 
erft wieber für alle SBert^e »on y. 

3Ran finbet nun aber wieber au6 ber ©lei^uncj l.)f wenn 
man bie Unterfud^ung nac^ bem SBufier ber §§. 12. 13. weiter 
fortfuhrt, bafi, fo lange x t^on —1 an bie ju l>in wac^P, 
bie SBert^e t)on r, für einen fonfiant gebauten SBert^ t)on y, 

immer abnehmen, baß alfo 8xr b. ^. . ^ , alfo äbcr^ 

all auc^ Vr^—y^ , negatit) genommen werben muß, — 
wÄ^renb für aDe weiterhin wa(<?fenben SBerti^e t)on x (t)ott 
an bid ju +1 ^in), anti) bie aBertl)e i^on r warfen (für 
einen fonfiant gebac^ten SBert^ t)on y), baf folgliti^ jeftt 9xr 

b. f). , ' , alfo aud^ Vr*— y* , pofitit) genommen " 

werben muß. ©lei^jeitig geben jwei vjerfc^iebene aSBert^e (j. 93. 
—c unb +c) t)pn x, einen unb benfelben SBertl^ »on r, fo 
baß ieber (<)ofltit)e) SBertl^ tjon r, jweimal genommen »erben 
muf, einmal für ben negativen SBert^ ber Cluabrattt)urjel 
Vr*-y% ba« anbere 2Ral für il^ren pofitit?en SBert^», 



•) 3tt Ux ganien §lnali^fl« forntneti fotttoäl^renb ©ebingungeti »or, 
ml6)t totUt butd^ ©leid^ungen ttod^ butd^ Ungleid^ungen audgefptod^en, mtb 
ni«^t0 U^mtnxQtt \>exf)anUn unb ju bead^ten ftnb. — 3u biefeti SBebtnguiu 
gen gel^Bten: toenn getölffe Sludbrütfe flet« gange 3«W«n 9«^«« foHen, ober 
flet« ^)offtit)<, ober flet« teeUe, u. bgl. m. — getner gelösten §tt biefett 
^ebmgmtgen, baf, kDenn Cosq> ober fi^in^ t)0¥!omntt, btefer Cos ^ ober 
biefet Sintp nie gtBfet al« +1/ unb nie fleinet aU -1 fein batf, Yhwx y 
aU teell »otau^gefe^t i|l; n. bgt. m. — JDer Slnf&nger niufi baffer getab« 
auf fold^e, «tel^t ber^edfte^ ©ebingungen jnerfk feigen, bamit fle el^en »on 
i^m nid^i gons ftBetfel^en toerben mögen. 
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2>tc Scbtttflung 3.) giebt 

r>— y, fo lange y negatb, — unb 
r>+y, fo tt)ic y ))o|itb Wirt. 

©0 ge^en alfo We SBcrt^e \)on r, tjon — y bi6 ju +1 \)xn, 
fo lange y negatte jfi; abet tjon +y bi^ ju +1 l^in, fo lange 
y poflti'o iß. 3ebet SBert^ t)on r muß abet gtt)eimal genommen 
werben, einmal tt>d^renb Vr^— y* negativ genommen wirt, 
alfo fax,by in La>^ir^,y = f' übergebt, unb bann noc^ 
einmal, n>ä^tenb Vr*-y« <)0jiti^ genommen loirt, folglidf^ 
fax,by in f^^y^^z^^ = f" übergebt. — Unb weil bie untere 
©renje — y t>on r, nie gvoficr al* bie obere 4-1 werten batf, 
fo giebt bie ®leid&ung -y<+l, b. 1^. y>-l, bie un>r 
tete ©rcnje von y baju. — (5ben fo bavf aber aucib ^^^ untere 
©venje +y ^on r, bie obere +1 ^'^ öberf freiten 5 folglicb giebt 
bie Oleicbung +y<+l, bie obere Orenje von y baju. 
SRan finbet ba^er jeftt 

III. JWdx.d, =^j^V+(.)._j^.dr).d, 

WO wir in bem erfiern Sntegrale nad^ r, bie Orenjen ber 3n^ 
tegrale umgefe^rt ^aben (nad^ §. 2. V.), um dr unb bamit aud^ 

-7==-, überall ipofitiv und benfen ju fonnen. 

©ummirt man aber in umgefel^rter Drbnung, b. 1^. erfl für 
einen fonjianten SBertl^ »on r, unb för alle SBertl)e t)on y, — 
um nac^l^er nod^ bie jweite ©ummation für alle SBertbe t)on r, 
folgen lajfen ju fonnen , — fo muß man jeben fonjianten SBertb 
t>on r, Wieberum jweimal, unb bad eine 9Wal Vr^—y^ negatit), 
bad anbere SWal bagegen biefelbe Duabratwurjel poittiv nehmen. 
— Unb weil für jeben fonjianten SBertl) »on r, bie SBert^e 
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t>on y ni^t weiter befd(frAnft fnb, aM baf y^ ni<i(|t grofet al« 
r* werken barf, fo er^&It man Jeftt [ogleic^ 

IV. 2Wdx.dy=^(J>+f»).-^^^^.dy).dr, 

WO wir wfefcet im etjiem Jl^eil bic ©tenjen be^ Sntegtate naäf 

T, umgefe^tt l^aben (na(fy S. 2. V.)f um dr nnb 

Vr*— y* 

öberaQ ))o{tH)) und benfen ju fönnen, wobntd^ ti m6) ermög^ 

Hc^t würbe ; bie beiben Sntegrale m^ r, in ein einjige« jiu 

fammen ju faffen. 

SRuItipUcirt man jule^t bie SRefultate in III. ober IV. nod^ 

mit ab, fo l^at man abermals Sofungen ber vierten Slufgabe 

Cbe« %. 19.). 

8. 22. 

gü^rt man, um ^fax,by»dx«dy ju flnben, jwei neue 

JBeränberlic^e r unb ß ein, mittelji ber Oleic^fungen 
1) x = r.Co^ö unb 2) y = r.Si7i^, 
fo gleW ber §. 14.) fofort bie gebadjite Summe 2, 

wo bie SBert^e »on r blo^ j)oittit> (ober =0) ju nehmen finb, 
tfon bi6 1, — bie SBert^c »on aber »on bi« 2/r, obet 
t)on —TT bi« +n, ober äber]^au^)t innerhalb t?ler näd^jl auf 
einanber folgenber Cluabranten, — weil bie ©leic^ungen 1.) unb 
2.) bann alle reellen SBert^e^t)on x unb y liefern; welche bie^ 
felben urfprunglidji l^aben follen. 

Tlan finbet ba^er nun o^ne SBeitered 

V. -^'«cby^dx^dy = / I /^ r«far.Cos9, br.5iiie*drj«dö 

ober aud^ 

VI. -2f«,by-dx.dy = y^ (^_^r.f.r.£7o,d, br.ÄVie«döj-dr; 
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ittib mäf tiefen gotmeln tt)itb ftd^ badmal bie verlangte @umme 
am Ceti^teficn bcteddnen laffen, weil fowo^I bie ©tenjen bc6 
3ntegral6 nac^f r, wie bie be« 3nteflraie na* 6, beibe fonftant 
fttib, »obttti^^ bie jweite 3nteflration in bev JRegel bebeutenb 
erleid^tert wirb. 

SBetben aber biefe SRefultate no^ mit ab multij>licitt, (o 
l^at man jebedmal avi(S) bie in bei »letten äufflabe be* $. 19. 
tjerlangte Summe. 

8. 23. 

flBix wollen le^t aOe bie t)om $. 10. bi« jum S. 22. auf 
tein anal?tifd{)em SBege gewonnenen JRefuItate (unb ben Slnfan»* 
ger gerabe in biefen rein anal^tifc^en Untetfuc^iungen ju üben, 
ifi beu ßwed biefer Slätter) aud^ nod^ auf geometrifd^em SBege 
\>eranfd&auli^en. 

©0 lange nämlid^ x unb y alle jietig neben einanbet lie^^ 
genben reellen SBert^e befommen follen, welche einer ober 
niedreren (Srenjbcbingungen genügen, fo lange fann man ftd^ x 
unb y ate rec^twinftige Äoorbinaten^SBertbe benfen; unb bie 
®renjbebjngungen geben bann bie ebene Sigwr, beren 5j3unftc 
(im Snnern bi6 ju ben ©renjlinien) ju Äoorbinaten^SBerti^en, 
alle bie SBert^e ^on x unb y ^aben, welche fie in ber t^erlang^^ 
ten ©umme ^fs,y«dx«dy naä^ unb m6) ermatten foHen. — 
Serner !ann bie gunftion fs,y irgenb eine quantltatit)e Sebeu^ 
tung ber burcb x unb y gegebenen ©teile biefer glöc^enfigur 
baben, fo baf ba^ ^JJrobuft fx,y*dx-dy eine entf^)recbenbe quan^ 
titatit)e Sebeutung beö an biefer ©teile liegenben unenblicbHeinen 
Sie^tecfÄ t^at, bejfen 3)imenftonen bejügli(^ dx unb dy jtnb, 
w&^renb dx unb dy bie unenblic^fleinen S33ert^e finb , um welche 
x unb y bejügli*, wa(bfenb gebadet werben; fo baß bie ganje 
ebene gigur, wie fie in iljren ©renjen burcb bie gegebenen 
©renjbebingungen beftimmt ifl, mittelft unenblid? vieler mit ben 
jfoorbinaten^Sliren OX unb OY »paralleler, bejüglicb um dx unb 
dy ^on einanber abfle^enber ©eraben, in unenblicbmal unenbttc^^ 
t>iele folc^er 9ie^tetfe jert^eilt ifi. Die Snmmc -5fx,y«dx*dy 
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ifl nun bie Summe aller auf jebe« Wefa* fRtä^Uäc t>om 3nf 
^atte dx»dy fommenben, jener quantitatteen Sebeutungen. 

3jl J. S3. fx,y He 2)l*ti9feit, alfo fx^ydx-dy fcte 
SR äffe eine*, an ber burdji x unb y gegebenen ©teile liegenben 
biefer Sled^tede (\>om 3n^alte dx^dy), fo brädt ^fx,y*dx»dy 
bic 5iRaffe ber ganjen ebenen gigur au« (webet bie ebene gigur 
au« neben elnanber liegenben materiellen Sltomen gebilbet gc^ 
bad^t wirb). 

!Drütft fx,y«dx«dy ba6 unenbli(f)fleine ®ett)id{)t au«, tt)o^ 
mit ba« an bev, burcji x unb y gegebenen ©teile, llegenbe 
9led{)tetf^en dx.dy beladet ifi, fo brfltft ^fx,y.dx.dy bfe 
®efammtbetaftung ber ganjen ebenen gigur au«. 

3|l fx,y-dx.dy ein ^^robuft, au« ber 3»affe be« SRec^^tecf^ 
ci^en« dx^dy, In bie (Sntfernung beffelben t)on irgenb einer 
gegebenen ®eraben (©c^tt)erpunft«möment), ober in ba« D^na^ 
brat biefer Entfernung (3:r5g^eit«moment) ober in eine beliebig 
gegebene gunftion biefer entfernung, — fo brüdt bie ©ummc 
^fx,y«dx.dy bie ©umme aller biefer 5ßrobufte au« für bie 
aWajfen aller ber SReG^tedd^en, tt)ie folgte bie ganje, mittelfl bet 
©renjbebingungen gegebene ebene gigur erfüllen. 

9!immt man enbtid^ fx,y = 1 , fo brüdt bie ©umme 
^fx,y»dx*dy b. 1^. ^1-dx-dy bie ©umme ber 3nl^alte aüu 
biefer SRedjtedd&en, b. f). ben ©efammt^Sn^alt ber gebadete« 
ebenen gigur au«. 

SBir n^oUen un« in bem folgenben, um etn>a« befiimmte« 
ju haben, unter fx,y»dx«dy aUemat bie SÄaffe be« 3led{>ted^ 
c^en« dx.dy beulen, weld^e« an ber burd^ x unb y gegebenen 
Stelle liegt, fo baß J^fx,y.dx.dy allemal bie SWaffe ber gan«» 
jen, burd^ bie ©renjbebingungen in i^ren ©renslinien gegebenen 
ebenen gigur tjorfiellt. — Der 2lu«brud für biefe*3»affe ifl alfo, 
mif ben t)erf(^iebenen Umftanben in S)o^)peU3ntegrale ju jer* 
legen, \ml lebe« ber le^tern bann burc^ jvoeimalige Slnn>enbung 
be« Se^rfafre« ©) be« S. 5., ober ber gormel IV. be« $.1., 
au«gett)ert^et werben fann. 



$• 24. . Sioeite UtUnq. 121 

Setrad^ten tt)it mm aud t)teffm geometrifcfien (^efic^tö^unft 
ten 3nl)att fccr §8. 10-13., 15-22., fo werben \on (mit einet 
eingigen Sludna^me) itberaK aUen gen)onnenen 9iefuttaten eine 
geometnfclC^e S3ebeutung unterlegen fonnen, fo baf btefelben 9ie^ 
fultate, welche n)tr oben auf rein anal^tifd^em SBege gefunben 
l^aben, nun aud^ mit ^ilfe geometrifc^er Setvad^tung unb t)on 
jenen allgemeinen Unterführungen unab^fingig, gefunben werben. 

Unter ben gemachten SBorau^feftungen, Ifi bie britte Aufgabe 
(bee §. 10.) feine anbere, «tö: bie 9)?affe be6 ©tflde« GCD6 
(8^9- 4«) ^i«^»-' Parabel ju finben, weld&e burc^ bie ©leic^ung 
(y'— h)* =p(x-c) gegeben ift, n?o c unb h bie ^oorbinaten^ 
SBett^e OH unb GH be« ©c^eitefö G ber ^4Jarabel, x unb y' 
bie Äoorbinaten^SBert^e OP unb ±?W etne6 beliebigen 5Punfte6 
M' ber ©renjifnie tjorftellen, wa^renb bie pofttiü gebadete ^at}l 
p il;r ^Parameter, bie ©renje CD bagegen bie ium Slbfciffen^ 
aBert^ OB = b gehörige Drbinatenrid^tung Ifi. — Unter 
X = OP unb y = dhPM werben bie ÄoorbinatemS33ert^e irgenb 
eine« 5ßun!te« M im 3nnern biefer ^Jarabel tjerftanben. 3n ber 
erPen Slufliofung (I. §. 10.) giebt ba6 erjie integral (nacj^ y) 
bie SWaffe beö an M'M' liegenben Streifen« tjon ber ©reite dx, 
wä^renb biefer (Streifen jebweber ber Streifen ifi, welche jwi*^ 
f^en G unb CD liegen, wenn man bem x nac^ unb nad^ alle 
SBert^e gegeben ftc^ benft, weld^e jwifc^en c unb b liegen. 2)ie 
gwdte 3ntegration (nad^ x) giebt bann bie Summe ber aWaffen 
aBer biefer Streifen, b. l). bie 9Waffe be6 qjarabelftöcf« GCDG. 

3n ber jweiten 2luflofung (U. be6 §. 10.) giebt bie erjie 
3ntegration (naä) x) juerft bie SWajfe be« mit ber OX iparaDeten 
Streifen« ^pn ber Sreite dy, bie anbere Sntegration (nad^ y) 
bann bie SWaffe be« ^^arabolifd^en Stüd« GCDG. — !Dabei ifi 
KD = KC=|/^-Z^=q^ fo baf h-q = BC, unb 
h-[.q = BD ifi. 

§. 24. 

3ft (SIg. 4.) FK ber tg)au^)tburd6meffer ber Parabel unb F 
i^r'8renn^)unft, fo folgt au« ber ^Definition unb an^ ben (SIgem 
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fd^aften De« 8tentH)untte«, baf FR = jp, FG = |p unJ> 
FM' = x~c+|p, alfo au(^ FD = b-c-fip {ji. ©inb ram 
OP=sx uttb PM = y We Äoorbinaten^SBert^e eine« belle^^ 
Wgen 5P«nfte6 M im 3nnem bei* ^JJarabelj wirb bann FM = r 
gefeftt, fo.ifl FM«=FA»+AM^; aber FA = c+|p-x unb 
AM = y— h; alfo l^at man 

1) r» = (c+ip-x)^+(y-h)^; 

unb au« biefet ®leid(iung folgt i^tebet 



2) X = xr = c+ipd=l/r*-(y-h)». 

aBID man nun jiatt bev Äöotbinaten^SBertl^e x = OP (gig. 5.) 
nnb y = PM be« beliebigen ^ßunfted M im 3ttnem bet ^axa^ 
bei, lieber ble Äoocblnaten^SBertl^e FM = r unb PM = y 
einfüllten (fo baf bet ^ßunft M geomettifcft ^d) babut(5 finbet, 
baf man mit FM = r au« F al6 SWittelpunft, eine ÄreiWinic 
befc^teibt, bann abet 00 = y "oon au« auf OY abträgt 
unb inx^ Q ble ^ParaKele OM mit OX jie^t, woburc!^ ft* 
jwei 5ßuttfte M jugleic!^ finben, ber eine linf« ber Orbinate 
RFV, ber anbere re^t« berfelben) — fo barf man nur au« F 
al« 5KltteI^)un!t mit Labien r unb r-J-dr (wo dr aud^ negatlü 
fein fann, w&^renb r nadb unb nad^ alle feine SBert^e bur(^* 
Idufl) unenbli(^t)iele concentrifd^e Greife unb Ärei«bogcn befdbrei* 
ben, um ba« ganje ^ßarabeKStittf GCDG in lauter concentrijc^c 
Ärei«ringe unb SRingfiÄrfe jerlegt ju l)abm, jebe« t)on ber Sreite 
±dr. — !Die mit OX »parallelen, um dy t)on einanber abfielen* 
ben Oeraben, jetlegen bann biefe JRinge unb SRingjiötfe in lauter 
fcibiefe ^atallelogtamme tt)ie MNÜT *). — !Da« $tobuft fx,y-MNÜT 
iji bann ble aWaffe biefe« ^araBelogramm« MNÜT, unb bie 
©umme biefer 9Wajfent^eild{^en aller biefer fcbiefwinfligen $araU 



*) SBeil ble 93 o gen, toeld^e bie gigur MNÜT begtengen l^elfen, uncnb^ 
Ixd^lUxn ftnb, fo f5nnen jie nad^ Seibnt^ aU gevabe Sinien, unb toeil fEe 
Beibe auf bem 9{abiu0 FM fenhed^i fiti^tn, an^ aU unter ftd^ ^acallel 
angefeilten toerben. 
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lelogranmie, fp Hm wieberuni bfe üWaffe bee gangen ^Jßaxabd* 
fHi(fe GCDG. 

Stimmt man nun ble jwtfd^en ben ^avaUelen MT unb NU 
Heflenbe ^o^c ±dT*), bc^ ^acalleloflramme MNÜT fo, baf 
gerabe MN = dx n>itb, fo ifi für ben 5|htnft M jur Sinfen 
dr = — MS, bagegen für ben $unft M jur JRed^ten, dr = MS. 

3)er SBinfel TMN ift glei* bem SBinfel 180^~MFA ffiv 
ben 5punft M juv ?lnfen, bagegen =270®-FMA fut ben 

*4Junft M jur 5Re*ten. 3lun ifi abev CosMFA = -^ füt ben 

5ßunft M jur Sinfen, unb = -^ für ben $unft M jut 3led^^ 
tenj foIg«(]& iji für beibe fünfte 

Co*TMN = -^ 

r 

unb Sin TMN = HlzlL = ^+y'~^ für ben qjunft M 

«nfö unb = ^"-^^+iP) föt« ben ^unft M re*«. !Da nun 

MT.S/tiTMN = bet ^o^e dy be^ ^JaraBelögramm« iji, wenn 
MN = dx olÄ ©vunblinie genommen wirb ^ f o iji 

"T = SOTN = TT^ ^^' '^" ^""" " ""^*' 

unb = — y^^y, , für ben aTunft M red^t«. 

a)er Sn^alt be« ^ßaraKetogramm« MTÜN i|l = MTxMS, 

folglld^ '=' ^\\\ w t)er ^Punft M mag ber jur ßinfen 

ober ber jur JRed&ten fein, toell MS im erjiern gatt = — dr, 
im anbern %aU = +dr ift; — liegt aber ber ^unft M linW, 
fo iji dr im Bä^kt unb x-(c+|p) im 5Renner, jugleid^ ne^ 
gati^; unb liegt ber Sßunft M gur SRedfiten, fo jtnb dr unb 



*) 35U ^bf)i aU Sdtige iji nie negativ ; fle iji ba^er burd^ - dr ani^ 
gebrftcft r fo ofl dr feU) jl negatit) gebadet koirb. 
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3t-(c+ip) Jttgldc^ »)ofiHt). Da nun 

x-(c+ip) = :|:J/r^-(y~h)* tji (au^ l.)r fo folflt, bof in 

im att6bvu(f 

7'^^'^'' füt ben 3tt^alt MTÜN, 

Die £luabratn)uvjel mit dr jugleic^ negativ genommett voetten 
mu§ für ben ^Punft M jur ?infen, beibc aber i}ofiti\) genommen 
werben möffen für ben 5punft M jnr JRe^ten. — a»ultiplicitt 
man mm biefen 3n^alt^ — weld&er mä) = ÖXr-dr.dy x^, In 

fo ferne au^ 1.) ober 2.) '9xr= , gefunben 

wirb, — mit ber !Did(|tigfeit fx,y, weldöe aber für ben $unft H 
aur Sinfen eine alibere ift, alt für ben 5ßunft M jur dttifkn, 
weil ber SlbfciffemSBert^ x für jeben ber beiben ^mtk M ein 
anberer iji, nämlid^ 

c+{p-l/r«-(y--h)^ für ben 5)3itnft M linte 
unb c+ip+]/r*-(y-h)* für ben 5pun!t M rechte, 
weld&e bal[fer burc^ f^^^^ für ben 5ßunft M linM, unb inxii 
^r,y) f^^ ^^" ^^"f* ** J^^ JRec^ten au^gebrüdt fein mag, wo 
'(r,y) ^^^ t)orftellt, wa6 au^ fx,y wirb, wenn man 
o+iv-VV-iy-hy ftatt X feftt, wa^renb i^^y^ ba6 bebe«.- 
tet, wa^ aut fx,y wirb, wenn man ben anbern SBert^ 
«+iP+l^r*-(y-h)* patt X fubjiituirt, wie folc^er ber an* 
bern ©teile jufommt, — multiiplicirt man alfo ben Sn^alt bed 
^Parallelogramm« mit ber !Did()tigfeit ber 6telle, fo finbet frd^ 
bie SWaffe be« 9ied&tedd&en6 

MTüN,«v?inIm, = fj,^, ._^|^^^ 

m\> bceieniflen juv «Rechten, = f;;^) • — 1^=^==- 

n)o im etfiem ^udttud dr negativ, im aninn dagegen (wie 
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tie Sigut jeigt, ba dx fietd ipofitto, tet $unrt N alfo fietö 
re(^t^ t)Ott M gebälgt werben iji), !|>oittit). 

©ummitt man nun juetji bic SKajfen aller ber fc^iefwlnt 
ligen ^J^öraHelogramme, welche in bem \)on OX um einen fon^ 
fianten SBertl) t)on y, entfernten Streifen t)on ber ©reite dy 
Hegen, fo iji bie auf .biefem Streifen fenfre^te FL, ber fleinfie, 
unb FE ber größte JRabiu« ber Äreiebogen, weld^e biefe ju 
fummirenben ^Parallelogramme linW t)on RV bilben, wa^renb 
bie redete ^on RV in bemfelben ©treifen liegenben ^ßaraHeto* 
gramme MTUN, bi6 ju bem mit FJ befd^riebenen Sogen reid^en. 
Sejeic^net man aber FE burd^ r', unb FJ burc^ r", fo iji r' 
ber SBert^ ^on r, welcher bem 5ßunfte E, alfo bem äbfciffen* 
SBSert^ x' biefee ^JJunftee entfpric^t, beffen Orbinaten^SBert^ y', 
= bem fonfiant gebauten SBert^ y (= PM) iji, unb toeld^er 
au6 ber ©leid^ung ber Parabel (y'— h)^ = p(x— c) gefunben 
wirb, wenn man y fiatt y'^ unb x' fiatt x feftt. 3Wan ftnbet 

ba^er x' = c+yCy-h)^ folgli* r' = ip+l(y-.h)». 

gemer iji 

r" = FJ = |/FK^+JK* = +l/(b-c~ip)^+(y-h)^ 

Der Heinjie JBert]^ LF t)on r, ber ju bem fonftanten SBert^ 
t)on y gehört, flnbet jld^ aue ber »nftd^t ber gigur (gig. 5.) 
= y— h, fo lange L oberhalb F liegt, fo lange alfo y>h 
iji, — bagegen =h-y, fo wie ber ^ßunft L, unterhalb F 
liegt, b. l^. auf ber unteren (Seite be6 ^au^Jtburd^meffere GK, 
nämlich in Li. 

3»an ftnbet ba^er bie 3»ajfe be« Streifend (tjon ber ©reite 
dy) Wh E bi^ L, oberhalb bed .Jg)au^)tburd^me|fer^, b. 1^. fo 
lange y>h iji . 



=^yX 



.^r,y)-9^r.dr, 



fo lange abet y<h iji, t». ^. untet^fll(>bee^au)>rtuit(^meffet« 
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S 2i I 



WO wix iebedmal bie ®ren)en t>n Stitegmle (na«^ %. 2. V.) vtm 
gefe^tt ^aben, um dr uai 8xr ^ofitb nehmen }u fonnen. — 
äBir finben ba^ei; Me üRaffe be^ $ara»e{fht(f« 6RV6 

unb bie« iß bet «udbtuä A.) im $. 12. 

JRec^t« t)on RV iji bie ÜRaffc bed ©tteifen^ t>on L bi« J, 
oberhalb be« ^au<)tbuvd(imeffct6, 

= dy. / j^f«.9xr*dr, fo lanfle y>h, 

aber unterhalb be« ^am)tbutd^meffcte 

= dy . /^_ P'-ÖXr-dr, fo lange y<h ifi. 

iDiefe ©tteifen teidden aber nur bl^ Ra «nb V/S, fo baß bie 
SBJert^e t)on y nur t)on h— ip bi* h+{p j^inge^en. Die 
Summe ber aWaffen aller biefer Streifen giebt bie SWaffc brt 
JRe^teÄ« RVa/?, unb biefe finbet flc!^ alfo 

unb bie^ iji ber «uSbrutf B.) bed 8. 12. 

Oberhalb Ra, unb unterl^alb \ß, ge^en bie ©treifm, 
weld&e mit bem »&auptbur(|imeffer )faxaUd laufen (unb bie Sreite 
dy ^aben) nur t)on ber Äurt)e bid jur ©eraben CD; i^re a)?affe 
ift ba^er bejüglidb 



= dy.^'f^« 



9xr-dr. 



JDiefe (Streifen liegen bejügtidl^ jwifdden h+^p unb h+q, unb 
gwifdben h-q unb h-^p. — 2)ie aRaffen ber beiben a;^eile 
DRaD unb CV/JC flnb ba^er bejüglid^ 



unb 
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unb bie Summe tiefet beiden !Do^)^)eU3nte9tale gtebt ben JSlu«^ 
btud C.) im 8. 12. • 

Die ganie (Summe 2, b. f). bie SKaffe be^ ganjen 5ßarabe^ 
fiürf« GCDG wirb ba^ec nun genau eben fo gefunben, tvie folc^fe 
auä) in II. be« §. 12. auf rein anal^tifcbem SBege gefunben 
werben iji. 

Siegt aber CD linte tjon RFV, b. \). ifi b<:c+ip, f^ 
faBt ber ^ßunft M jur Siedeten ganj au«, wa^renb aud^ nid^t 
me^r FL, ober FL,, b. ^. y-h ober h— y, ber fleinfie aßertl^ 
t)on r ifi, fonbem FJ ober r'', inbem natürlid^ nun aud& J 
linW von FL liegt. iDa^er fallen jiefet nid^t nur alle 3)o^)<)et 
Sntegrale fort, in benen P*^ »orfommt, fonbem e« gelten nun 
aud^ in ben beiben erptern Dojjpe^Sntegralen bie beiben unteren 
©renjen y— h unb h— y in eine unb biefelbe W ober, weS^alb 
nun bie ÜWaffe be6 (ietigen) ganjen ^ParabeljiüÄ« GCDG burd^ 
ein einjige» 2)o^)»)el^3ntegral itc|i auöbrüdten läft, nämlidji burdji 



X^ifr'^'^'"'"^')'^^' 



genau fo wie in I. be« %. 12. 

©ummiren wir aber juerfl bie 9Rajfen ber ^45ÄraneIogramme 
MTÜN für einen unb benfelben SBert^ \>on'T, fo er^^alten Wir 
bie ÜWaffe ber ringförmigen Streifen »on ber »reite ±dr juerji, 
unb möffen bie 3Raffen biefer Streifen (für alle S33ert]^e »on r) 
wieber fummiren, um bie SWaffe ber ganjen ^ßorabel GCDG 
auf* 9leue ju ^aben. 

«iegt nun wieber CD red&td von RFV, b. 1^. ift b>c+{p, 
fo erbSlt man wieber ju jcbem ?Paar SBert^e t?on y unb r, fo 
lange r <FR, b. \). <c^f ifi, jwei fünfte M, wd^renb 
ber jur Sinfenauafallt, wenn r>FR, b. ^. r>ip ifi. — 
95efc{irelben wir aber mit FR = ^p einen ^atbfrei«, fo wirb 
folc^er ben 5punft K red^t« laffen, wie in gig. 6., ober linW, 
wie in gig. 7., wd^renb auf ber anbern Seite t)on RFV ein 
»weiter ,g)albfre{6, mit FG = ^FR = ^p al« SRabiue befcftrie^ 
ben, ben JRaum jur Sinfen in beiben giUen in 3 a;^eile jerlegt, 
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\>on benen bic -ftcibcn anbern, bcti et^eren ^attfcei« imb ble 
Parabel jut ®cenjc l^aben. 

SBctrad&ten voix biefe brei Jl^^eile (juc ginfen ^on RFV In 
gig. 7., ober) oberhalb RFV in gig. 6. jueif. ©n ^albetSRirig 
»om 9labiu6 Fg = r unb ^on bcr 33tettc dr, gei^ßrt ju allen 
SBert^en t)Ott y, weld&e gtüff^^en F,g' = h— r unb F,g = h+r 
Hegen; feine SWaffc ifi ba^et 






wenn öx, unb dr ^jofttl» gebadet werben. 3)ie ÜWaffe be« 
^albfveife^ giGg, iji ba^ev ber (Summe bet 2Bajfen aUet 
biefet Siingfiöcfe gleich, ^on r = O' an bie ju r = {p l^in, b. f). 



A-)- =X'(xr *^<.y) • 9^' -^y)-^"^- 



ein SRingfifid kl »om JRabiu^ Fl = r unb bet ©reite dr, 

gehört JU allen SBertl^en tjon y, ml6)( jtt)i[d^en Ek unb 

frec^tei 
Fil = h±r liegen, jie nadfebem 1 (in gig. 6.) j.. -. } be« 3)ut^ 

meffet^ GK liegt; wä^renb Ek ber aBertl^ t)on y' iji^ welcher 
aui ber ©leic^ung ber $arabel 

(f^hy = p(x-c) 

unb au8 ber ©feid^ung jwifd^en x unb r, ndmlid^ 

r'=(c+ip-x)^+(y-h)» 

^ert)orge^t, wenn in leftterer ber SBert^ y' fiatt y gefegt worben 
ip. 8lu^ biefen beiben ©leid^ungen ftnbet jt(^ aber 

b. ^. r = |p+l(y'^h)^ b. \). Ek = y' = h±V^or=^), 

(xt^ti] 
U nad&bem k {« «^ f ^^^ 2)urc^meffer^ GK liegt. 

5)ie SRaffe biefe« 5Ring^tfe6 kl ifl ba^er 
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= clr^^^^ f^,y^.9xr*dy, wenn kl Hnfö t)on GK 

unb 

= dT'f f^rv^öxr^dy, wenn kl vec^>t6 ^on GK 

liegt, wfi^venb Öx, unt? dr ^)0jttb gebadbt jlnb. 

2)ie aWaffen ber 3:i)elle Gg-^V unb GgiR, fmb ba^er nun 
bejüfllic^ 

/•iP/ /»h-Vp(r-lp) \ 



unb 

^•>- = /!!'( PZ **(r,y)-Ö^' • ^y)-^^5 

c/ tP \t/ h+Vp(r-ip) ^ '^^ / 

unb bie« bleibt für bie gig. 7. eben fo gültig wie für bie gig. 6. 

8luf ber anbent,©eite t)on RFV bagegen muß man nun 
bie beiben, in ben gig. 6. unb 7. au6gefprod{)enen galle genau 
t>on einanber untetfd^eiben, obgleid^ in beiben b^c+ip ifi. 
a)ie gISd&e RFVCKD jevfpaltct fic^ in ber gig. 6., wo b>c+fp 
tft, (alfo im jweitenUnterfalf bedS. 13.) einmal in ben^alb> 
fteie, beffen JRabiu6 FR = Fm = FV = :^p iji, bann in bad 
Stingftäd ))on ber S3reite mK,. )ule)$t aber in bie beiben ^^eile, 
weld^e t>on ber *45Ä^<»f^^I begtenjt fmb unb »on bem ^Ibfreife, 
beffcn 9labiue FK = b-c-|p iji; 

3)ie aWaffe be^ ^albfrdfe^ finbet jidji nun, bem tjoram 
gegangenen analog, 

bie ,9Waffe be« barauf folgenben 9iingjiü(fe6 ift bagegen 

c/ iP \€/ h-l/p(r-ip) ^ '^' ' 

weil ju jebem fonfianten SBert^ Fn = Fn' = Fn, t)on r, bie 
Orenjwertl^e \)on y, ber ?Parabel angeboren, alfo au« ber ©lei^* 

9 
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c^uttg (y'-h)' =p(r--i-p) bet ^ßavabri, ali JBkrt^e wn f 
l^etDotfle^cn ♦). 

SQaö nun bie Slingflüäe cd unb cd betrifft, n)el(9e i»on 
bec Sreitc dr jlnb , unb beten 9labiu6 r einen beliebigen im 
flauten SBettl^ f^at, fo ftnb fie einetfeitd begrenzt bur(9 bie $(u 
rabel, alfo burd) bie JBBettl^e Don y, =y^ wie leitete au« bet 
©leidbung bet ^atabel 

(y-h)« = p(r-ip), 

gefunben wetben; — anberetfeit« aber butc^ bie getabe ?inic 
CD, fo baß bie juge^otigen (Srenjwettl^e von y, jejjt 



ftec^t«! 
[linHy 



Bd=:BK±Kd pnb, je nadbbem d <-. - | t)on K liegt, wd^tenb 

Kd = VFd^-Fk^ = l/r«-(b~c-ip)^ = ^^^l 
ifl, wenn 

b— c— ^p~ r, , tt>ie b— c+|p = r, 
gefegt wirb. — 2Die tKaffen biefet JRingfiütfe cd pnb ba^et 

= dr. / ^ «ÖXr-dy füt ba« linf« liegenbe 

unb 

/»l>H-Vp(r-ip) -, 

= dr. / f" .«öxr^dy füt ba« tedjtd liegenbe. 

!Diefe 9iingflötfe ge^en ))om Sogen WjK bi« }u C ^in unk 
t)om Sogen WK bi« ju D ^n, b, ^, von r = b-c— ip = r^ 
an bid ju r = FC = FD = b-c+|p = r, ^in. 3)ie aWajfen 
bet beiben gflAc^enflüäe W,KC unb WKD finb babet be)ägli(^ 

. F.)- = r'( P~ ''~''Cvr9xr-dyVdr 



•) ö« ifk nMiOf (y'-h)* = p(x-c) bie ®Ulc|>tttt0 bet Notabel. 
SBeU aUx für jeben $unft bet ^>atabonfd^ett ©renjlmie, r = x-c+ip, 
alfe z-c=: r-ip ift, fo gel^i biefe ®Ui^n^ bet !ßataBil fe9letd^ is bt< 
obige ül^et unb biel ff^neHet, ata loit ^e fut) botl^et fd^on einmal gefunbes 
l^oben. 
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^h+Vp(r-itp) 



unb 






llnb fca W aRaffe bc« flanjen ^ßarabeljiurfd GCDG au^ fcen 
aJiaffen'fcer 7 Steile (A.-G.) befielt, in weld&e We fietiflc »eiv 
dnberuna \)on r la^ ganje gWct^enfhirf jcriegt \)at (mit 5Rö(f jld(|t 
auf ble 2SlbQlx6)Mtf bie Orenjwcttl^e t)on y auöjubn'icffn), fo 
finben tt>ir baffclbc JRefuItat, n)cld6c6 (tni §.13. III.) für bm^ 
felben galt, wo b>c+fp Iji, auf rein anal^tlfd^em SBegc 
flefunben »otben iji. 

@e^cn wir nun jur gig. 7., wo b>c4-:Jp aber <:c+^p 
ifi unb \o^li}t bem ctpcn UnterfaU be6 §. 13. entfprit^t. 

3n biefem gatfe fonbert man etfl einen ^albfrei« fKf ab, 
beffen Mabiu« FK = b~c-ip = r, iji 5 feine 3Raffe finbet 
fiä) offenbar aueflcbtütft burc^ bae iDo^jpeUSntegral 



«•>•• S(j^'^r.y,'^-"'yh- 



hierauf folgen bie beiben concenttifd&en Slingfifide VK,Kf unb 
RK,Kr, beten 3Rajfen ojfenbar bejöglic^ burc^ 

unb - 



«•>••• /r(/ri-^'r.,-ö'-4'*'^ 



auegebturft fein müjfm; weil F|V unb HK« bie ®reniwei:tl)e 
t)on y für ba» untere ©türf VKaKf, bagegen HK, unb F^R 
bie ©renjwert^e t>on y ffir ba« obere ©tutf RK,Kf jinb. 

3n ben beiben no<^^ übrigen ©tuden ber <)araboloibif(^en 
glätte GCDG ge^t r, ^on ^p an bi* ju b-c+:iP 0^^^ r, 
(nämlidb FC ober FD) ^)in, unb für {eben SBert^ \?on r, ge^t 
y ^on bem $unft A an M ju bem ^unft B ^in, ober (unten) 
t)on bem fünfte B an bid gu bem fünfte A i^in, wä^renb bie 
OrbinatemSßert^e bet ^unftf B ber Parabel, 

9* 
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1 

S. 24. 



(oben ) 



= h±Vf(r^\f) finb, je nacktem B j^^^^^j Hegt, 

unfc bie DrtinatemSHJerti^e bev 5Punfte A, 

, „ (oben ) 

= h±l/F^ fmb, IC nacktem A j^^j^^j liegt. 

!Dlefe belben festem Steile ^on GCDG jtnb ba^er offenbat 
auÄflebtürft burdb bie Doipj)et.3nte9raIe 

f'^,.8x,.dy).dr. 

3Ran finbet ba^et je^t bie SWaffe be6 ganjen ^45arabelfifi(fed 
GCDG, wenn man bie in A., B., C.^ H. , J., K. unb L. ge^ 
funbenen 3Haffen ber jiefeigen a^t einjelnen 3^^eile abbitt. — 
Unb ble^ giebt für -^f-dx«dy genau baffelbe, waö wir au(6 
im §. 13. I. für benfelben gall auf rein anal^tifd^em SBege ge* 
funben l^aben. 

3n ber glg. 8. enbli* iji GK = b-c<::Jp, mlä)t^ lei^ 
tere ==FG iji. 2Der fleinfie SBertl^ r, »on r, i|l jieftt 
= FK = ip— (b— c)5 ber größte bagegen 
= FD = b-c+ip = ip+b-c = r , . Die 3»affe be« 3:^eifed 
(bee ©egment^) Ggg' befielt au« ber 2»affe aller JRingfiücfc 
EEE »on ber Sreite dr unb t)om 9?abiu« FE. Die ju biefem 
9Jabiu6 FE = r gehörigen ©renjwert^e r^KE t>on y— h 
ftnb ba^er au6gebrfi(ft burc^ rpl/FE^-^FK« = ^>^r^^, 
wenn r^ = ip-(b-c) gebac^t wirb. Die SWaffe biefe« JRing^ 
fiüde« EEE ifl ba^er 

= ^^-J ^ ^.y)-9^r-dy 

unb bed^alb ift bie 3Kaffe be6 6egment6 Ggg 
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3)ie (reiben anitxn St&ume GgD unb Gg'C l^aben ben ^rei6 
unb bie ^atobel jur Ovenje. 3ebe6 SKngfiud cc t>on ber Sreitc 
dr, i^at ballet ^u ©tenawettl^en \>cn y, einen ber beiben SBertl^e 
hipVr^— rj cild Drbinote beö Äveife6 unb einen bei* beiben 

ißjert^e h=pl/p(r-:|p) de Otbinate bet ?ßavobeI. S)ie SWaffe 
eine^ folc^en 9lin9|iö(f& cc iji ba^er 



ober 



h_yr*-rj 



=dr.r 



-l/r»-rj 
h+Vp(r-ip) 



ie nad&bem ba6 Süngfiöcf cc linW ober re(^W liegt. 2)ie ?rooffen 
ber beiben 3:^eile Gg'C unb GgD jlnb bo^er bejügli^ 



«■)••• 'f:u: 



unb 



PO... = n r"*^"-''f 




h+|/p(r_ip) 

Unb bie Summe biefer brei Zijtik L., M. unb N., iji nun ble 
flefud&te Summe .2f.dx-dy, b. t). bie gefuc^te SWaffe be6 gon^ 
jen 5parobeIjiü(f6 GCDG. 

©erabe boffelbe JRefuttat ^aben n>ir aud^ im §. 13. I. auf 
rein anal^tifd^em SBege gefunben. 

§. 25. 

Sud^en \oir jefct no(^ bie SDlajfe berfelben imö) bie ©leidjiung 

1) (y'-h)^=p(x-c) 

gegebenen ^Parabel unb jwar M Stöde« toon x = c = OH 
an bi« x = b = OB (gig. 9.) ^in, b. \). M ©tucfed GCDG; 
— fuhren wir aber fiatt ber red^twinltigen Äoorbinaten x unb y 
eine6 ieben beliebigen ^unfte^ M im Snnern^ (ober an ber 
®renje), jefct lieber bie 5ßolar*Äoorbinaten r = FM unb 
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e^m. X'FM eilt, wo tiefet Sßinfel im^Sogen aud^ 
gebtäcft fein mag, fäc t)en {Rabiud 1 genommen, toA^ 
renb F bee 8rennt>ttn!t, alfo GF « jp mi FR = FV «= |p ifr 
SRan ^ot nun (au& ber glgut): 
2) x-c-jp«r.Co*ö unb 3) y-h = r.Ä>iö. 

©eftt man bie ^ierau« fflr x unb y ^ettjorge^enben aSert^e patt 
X imb y' in bie ©leid^^ung 1.) bet ?ßatabel, fo er^älf man, 
wenn man nod& r' = FM' ftatt r fc^telbt (weil jeftt bet ^Junft 
M in ben ©tenj^junft M' übetgeganflen iji), bie neue (5polat>) 
®leict)ung bev ^arabel, näm!l(^ 

wetd^e ft^ übrigen^ au« bet Sfgenf^aft ber^avabel, nac^ weU 
(6er allemat FM' = GA+ip, b. ^. r' = x-c+^p ift, mdf 
leistet ei'giebt, weil biefe fogleid^ ju r' = r'-Co5Ö+^p fu^rt. 
ia^t man nun ben SBinfel S, loon an bl6 ju 2;^ ^m 
um dB wac^fen, unb r um dr, — fo wirb ba6 5ßarabelfKirf 
GCD bur4^ bie unenbli(6t)ielen t)on F audgel^enben ©teal^Icn 
(wie FM, FN, k., welche ben SBinfel MFN = d6> mit einanbet 
maxien) nnb butc^; bie unenblit^\>ielert Äteife unb ^reWflurfe, 
welche alle ben gemeinf($aftlic!(ien i0{ittel))nnft F l^aben, unb beten 
JRabien FM = r unb Fü = r+dr, um dr »on einanber t>ei> 
f (Rieben finb, — in lautet SBIetecfc^en jetlegt wie MNÜT, welche 
tron jwei Äteiebogen unb t)on jwei ©tta^len begtenjt wetben, 
wä^tenb, weil aUe« unenblid^flein gebacbt i|i, biefe Äteiebogen 
(m^ ?eibnifc) al« getabe- unb untet ft(6 ^atallel gebad&t wer^ 
ben fonnen, fo ba^ ba& aSietedc^en MNÜT bemnad^ aW ein 
JRe^ted angefel^en wetben lann, beffen eine ©elte MN = r-A9, 
bejfen anbete Seite abet Mü = dr, — beffen Sn^alt alfo 
= r.dr.dö ♦), unb bejfen 5Wajfe 



•) ©rünbUc^et finbet ft<^ ber Snl^alt biife« ^kxtd^tne aW bie JBiffe-- 
ttn^ bet Beibett Ätel^fef toten TüF unb NMF, alfo 

= ^(r+dr)*.d«- ^r«.d« = r«dr«d«+^dr^*d^- 
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= fx,y-r»dr«d# »= f(r,9)*r-dr«d0 

fdn wirb, wenn f(r,ö) bö* bebeutet, wae au« t^y wirb, wenn 
man fceaüfllid^ c+^p— r.Co*« imb r-SinO, jiatt x unb y, feftt. 
glnben xoix mm juctji bie .SWajfen bet einjelnen, \)on jwei 
auf elnanbev folflenben ©ttaftlen gebilbeten Qxoiäü, ml^t tnU 
webet H6 jut ^^atabel D6C obev b{& juv ©etaben CD tefd^en, 
je nad&bem, — wenn 

5) SB. DFK = 2B. CFK = 0' 

flefefct tpirb, - öJgTr-ö" ^»^^^ ^S?' «««^ %%1.^' 
ifJ. — 3m erjiem gall, wenn ^ gwif(|en ö' unb n, ober jwu 
fdjen n unb 27r-ö' Hegt; mfljfen bie SSBert^e t>on r, \)on r = 

an We ju r = FM' = r' = 7--^--^ genommen werben } im 

anbern gall bagegen, wo 6 entweber jwifdjen unb 0', ober 
jwifc^en 271-0' unb 27i liegt, ge^en bie ßwicfel bie jut ®e^ 
raben CD, unb für jte ift bev Orenjwert^ r" t>ott r, 

"" * "" Cos0 "" Cos0 ' 
2)ie ÜRaffe bed ecjievn ßwideW iji ba^er 

= dÖ. / f(r,örr.dr; 
bie SWaffe bed anbern bagegen 

= d0»J^ t(r,ByT*dr. . 
3)ie SKaffe be« $arabeipö(fö FDGCF iji ba^er 

^•^••* '"JT (jo '<''ö)-r-drj.d9} 

bie SRaffe bed iDreiedö FDK bagegen 

®e{f aBev ^dr'-d^ ttnenbUd^Heitt t^en bcv l^&lietn (btitten) Ctbttuiig ift, 
fo imtf ti nadfi ben $rinctt)Utt ber ^ifferenttal'Redjittttnd aufkt 9<l^i gelafm 
iwtbeti. ' • _ ■- .^ 
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f0 Wie Ut Waffe beö anbeten IDteietf« FCK 

gapt man t)ie beiden le^tetn Zf^Me jufammen, fo er^dlt man 
im^ 8. 2. VI.) für bie aWaffe be« gleic^f^enHiflen (Drcie« 
FCDF, tae einjlfle IDo^jpeUSntegral 

Unb bie SRaffc be« gangen ^Patabelflücfe GCDG ifl ba^er v%i 
= A.+D.; unb gerabe fo ^aben tt)lr bie ©ummc ^f-dx-dy 
für biefen gall, wo b>c+]p tji, mit ^ttfc be« allfleiiieinen 
^auptfa^ed beö S. 14. im %. 15. II. auf rein anal^tifdf^em Sßege 
gefunben, wie man fofort erlennt, wenn man bebenft, baß 

^ -,„-. FK b— c— ^p 
FD b-c+{p 

iji, unb bap wir ^iec unter d* biefen SSäinfel DFK, alfo ben 
fpiften SBlnfel \)erftanben ^aben, ber burdb bie Oleict^ung 

b— C— — — D 

^^*^' ~ K_c_t,i ö^fl^l^^tt ijif ßerobe fo W)ie bort. 

a:ritt aber ber gatt ber gig. 10. ein, W)o b-c = GK^cGF, 
b. ^. tt)o b<:c+^p iji, fo toirb juerfi bie 3Waffe be« jwlf^en 
M' unb N Uegenben 3wicfeld gefunben 



= dö*^^«f(r,ö)-r.dr, 



^, ™ FK FK {p~(b-c) b-c-ip 



*} 5Da n&mUdff x unb y in r nnb d audgebtüift {nai^ ben ©Utdffttttgen 
2. unb 3.) fid^ nid^i änbem, toenn vmxl 2n-\-^ flatt » fc^reibt^ fc änbert 
fid^ aud^ babutd^ f^^gj (='x,y) "*^*' ebenso "cdtni^ al« ftc^ ds babur^ 
&nbett. ^aburdff aber toetben bie ©renken biefed neuen um 2xr ^^enutU' 
bett, fo bap iie ie)jt -e' unb »erben, öW» bie ©renjen be« alten ^, 
n»el(^e ^^r.-^si^ imb 2;i. getoefen finb. 
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genommen witb. S)ie gßett^e »on 6',"ge^ett Mn »' = DPX' 
an, We iu 2?i-CFX' = 2;j:-DFX' = 2?r-«' ^In, wo 

Co.»' = -p^ = -^;-A^ = ^_^ , gefunden w.rt, 

fo bof 6' t»urc^ biefe Olef^iung gegeben ip. iSa^et ifl ble 
^J)i{afre M ^ataUmäi 6DCG ie^t 

b. \). QtxaU [o tt)ie We ©umme .-2f.dx.dy für tiefen gaU im 
S. 15. 1. auf rein onal^tifd^em S33ege ßefunben »orten ift. 

§. 26. 

SBiß man aber juerft ble SWaffe eineö SRinge« oter eine« 
9Wngfiäded finben, weld&e^ mit kern fonflanten Siabiu« r be* 
fdbrieben iji mi W ©reite dr \)at, fo muß man bie gäUe ber 
gig. 11., 12. unb 13. t)on einanber unterfc^)eiben. 

3n ber gig. 11. iji FK = b-c-{p>ip b. 1^. >-c>ip 
gebac|)t. — 3n biefem gaUe laft fi* ba^ ^aratelflütf GDCG 
jerlegen, 

a) in ben Sreie, beffen SRabiu« FG = jp unb beffen 3Rajfe 
offenbar 

iü; 

■ /5) in baö SRingfturf jioifc^en biefem Greife unb bem mit 
FK = b—c— ip au6 F befd^riebenem Äreife; enblic^ 

y) in bie beiben 3:ijeile kKD unb kKC. 

Denit man jlc^ in Sejug auf ben 3;^eil ß), mit einem fon# 
flanten 9labiu6 Fg «= r einen ^reiebogen befd^rieben, unb 
bann baö an felbigem liegenbe Slingjiüd gg'g" t)on ber ©reite 
dr, — fo befielet fol(^ee au« einer ober^lb GK Iiegenben.*g)filfte, 
für toet^e 6 aOe SBert^e jwifcljen 0* unb KFg = ö" l^at, wo 

Co* ö" = - ^ = - y iji, fo baß man wiegen ber (Sigenf(^aft 
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bft Parabel, na* n)f(<^et Fg = Q«+ip ifi, 6a«r— {p, 
alfo Fa = |p— r unb beS^alb 

r r 

^ot. 2)iefee JRingfiüd gg' \)on bei ©rette dr, \)at ba^er bie 
2Roffe 

Die anbere (untere) ^älfte g'g" be« ganjen aWnfljifid« wfrb 
man finben, wenn man B, tjon 27r— KFg" b. l). t)on 27r-d" 
W« 27r, ober (xoa^ ben furj tjor^et mitgetl^eilten Setrad^^tungen 
flemdf , auf baffelbe l^eraudfommt) t>on —6" bi« nimmt, fo 
bof bet au«bru<f ffir bfefe 2»affe au^ fo: 

dr.y_^J(r,#).r.d^ 
fein fann. ^a^ ganje Slingflüd gg'g" t)on ber Srelte dr, f)ai 
(lifo bie aWaffe dr- /_^/(,,tf)r.dö. — 3)ee^alb iji nun bie 

üRaffe bed ganjen 9tingfiü(fd GkKkG audgebrätft butd^ bae 
3)owet3ntegt:al 



B.)... f^'"" ''{fyr,yr.Ae).Av. 



@6 bleiben nun nod^ gu befiimmen übrig bie SRaffen ber 
beiben Steile KkD unb KkC. — ©in Siingflöd mn t)on ber 
SBreite dr, grenjt in m an bie 5|Jarabel, in n an bie ®erabe 
CD. 3)ie aSBert^e t)on B, gelten für biefen SBert^ t)on r, wn 
ö = KFn=:öi bie Ö5=KFm, wfi^renb 

* Fn r 

unb 

Fm r r r 

gefunben n)irb, in fo ferne, na^ ber Sigenfc^aft ber Parabel, 
6q+ip==r Ifl, (o,baf KFm ben obigen ffiert^ %*' ^at, 
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b. i). Mffelbe bereit« oben flefunbene gimWon tjon r i^; — 
babei fann r aUe äBett^e ^aben t)on r = FK an bt6 ju 
r = FD = KFK^+KD^ ^in, wa^renl) KD = KC ber ^jojltbe 
S93ert^ t)on y—h iji, »elti&et ou6 ber Otefcbung bet 5ßatabel 

(y~h)^ = p(x-c) 

für x-c = GK = b~c ^ewotge^t, fo baf biefec fltoßte SSJert^ 
t)on T; =b— c+Jp gefunben würbe, wenn er nid^t fröb« 
fc^on aM ber @igenf($aft be« SBrennpunfted ber Parabel eben 
fo gefunben worben wäre. — 2)ie SWojfe be6 Stingfiüd« mn 

f(r,ö)*r-dö, unb bie 

I 

9»aJTe beö ©tfidee KkD iji bee^aft auöflebrötft burc^i 



^•)- xrr(/>>-^-^^ 



Die SKaffe be« unteren ©türfe» KkC flnbet fld& nun, ba für 
einerlei r, 2B- KFm' = 27r-.^" unb SB. KFn' = 2nr-.«i Wirb; 
auf bemfelben SQege , 

weil man ^ier, wie oben bereit« gejeigt worben, fiatt ber ®rem 
gen 2^— ö'' unb 2^— ö,, bie um 27r t)ermlnberten ©renjen 
-e" unb -ö, fetjen fann. 

S)ie Summe A.+B.+C.+D. brödt nun bie aWajfe be« 
gangen ^arabelflöcf« 6CD6 au«. 

S)ie im §. 16. rein anal^)tifdb flelojie «ufgabe fällt mit ber 
Ibier gelojlen geometrifc^en Slufgabe genau jufammen; man wirb 
aber bei angepeilter aSerglei(3bung flnben, baf aud& bie ©nb:* 
refultate genau mit einanber überein jiimmen, nämlic^ ba« l^iejige 
giefultat für ben gaH, ba^ b-c>|p iji, mit 8. 16. I. für 
benfelben ^aU. 

Setra^ten wir iHt ben anbetn SaU, wo B— c<:^p^ aber 
noc^ >tP ^orau«gefe^t wirb unb ber in ber gig. 12. ^orgefteHt 
'^, in weld^fer wir FK<FG angenommen ^aben. — 3e(^t wirb 
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Ux mit PK bef($tiebene ^eidbogen ein t^oQflänbiger ^M, beffen 
SWaffe offenbat 



^•>- =X"' 'tX'^^^''^^''-^^)-^' 



i{i. di^l^^ ntan nun einen )n>eiten ^eidbogen gGg mit bem ffta^ 
bind FG = Xp^ fo erhält man ein t>on biefen beiben Reifen 
begtenjted glAd^enfläi!, in votläjtm ffit einen beflimmten äßertl^ 
Fk \>on T, bet SBert^ i>m-e, "oon KFk = ^^ biö ju 6 = 2n:^9i 
fortgebt, fo baf bie 2Raffe biefe« giäc^enptfed offenbar 

flefunben wirb, n>Ä^renb Oi felbfi, f<)i^ unb butc^bie ©leic^ung 

FK b-c~ip 
^^^^^ = Fk = - r 
bejiimmt iji. 

@nbli(^ bleiben nodb bie beiben 3:^eile GgD unb GgC ju 
befiimmen öbtiß. — gut ivgenb einen SBert^ Fn = Fm t)on r, 
ge^t ö t)on KFn = öi bie KFm = ö", wä^tenb S" unb (?, 
genau bie t>or^et burd^ biefelben SBudbfiaben beseidb^eten 9lu6^ 
bröife (gunftionen von r) ftnb unb tt)o öi blo« f^ift, ö" aber 
ebenfowo^l flumpf aW fpifc werben fann. 2)ie SRaffe biefed 
©töifee GgD ijl ba^er offenbar 



"•^- =X ''■''(X'^^''^>-'-^4^'' 



ba r t>on PG = Fg = |p an bid ju FD = b-c+ip ^in 
genommen toerben mu$. 

Da^ untere ©tucf GgC i)at bann offenbar, weil ^ier e 
t)on 271-6" an bi6 27r-ö, ^in ge^t, bie aRaffe 



y'»b-c^-i^p/ /»-öl \ 



!Die Summe F.+G.+H.+J. brfidt nun bie SWaffe be« ganjen 
$arabelf}ü(fe6 GDCG au«, unb bie6 ftimmt mit S. 16. III. genau 
überein, wo berfetbe gall t)orau&gefefct worben ifi. 

»etrad^ten wir enbli(^ ben legten ga«^ wo GK = b-c<6F 
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fc. \). <c\p, alfo W)o b-c<::Jp ifi unb welchen We g{fl. 13. 
»otflellett mag. — Sefc^refbt man jeftt mit F6 = ip einen 
Äreiöbogen gGg', fp jetfaUt bad ganjc ^ßarabeljiüd GCDG In 
bie brei X^cile, namlic^ gGg'Kg, GgDG unb Gg'CG. gut ein 
9linflPii(f m'mm" be6 ©egmcnW gGg'Kg, welche« einem fon^ 
flant gebac^ten Sffiert^ Fm t)on r^ angehört, erfireden itt^ bie 
®ert^>e \)on e för bie obere ^älftr, t)on ^ = X'Fm' = ö, an 
W« ju ö=:27r-X'Fm" = 271-0, l^in, »a^renb jeber Uru 
ftante aßert^on r, t)on r = FK = |p-(b-c) = c+ip-b 
an bie gu r = FG==|p ^in ^ü> erjiverfen mup. SBal^tenb 
ba^er bie SDlaffe be^ 9lingjiü(fe m'mm" t>on bet ®reite dr, 



/»2t 



tjl, muß bie SWaffe beö ganjen Äteiefegment6 gGg'Kg offenbat 

audgebtürft fein, wä^renb e^ im jweitcn duabtanten liegt unb 
(ixA bet ®(ei(l()ung 

CosO, = Co^X'Fm' = -— = ^Z^ziE 
* r r 

gefunben tt)etben muß. 

ein SlingflfiÄ nn' be« Steile GgDG, t)on bet ©reite dr 

gebacl^t, »a^renb Fn ein fonjiantet SBert^ \>on r iji, fangt bei 

ber 55atabel m unb ^ort in bet ©eraben KD auf. S)ie SBett^e 

t)on B fut biefed Siingjiöd fangen ba^et mit ö = ö, = X'Fn' 

an unb ^oten mit S = X'Fn = ö" auf, wa^tenb B^ bet futj 

»ot^et gefunbene SBett^ iji (ber fonfiante SBett^^' r ifi \i%X ein 

gt&ßetet ald t)ot^et, ber SBinfel e^ bed^aib ein Heinetet ald 

t)otlljet, abet ö, iji ftetö biefelbe gunftion )?on r) — unb (?" 

im g^Deiten JQuabranten liegt unb beredbnet wirb burc^ bie 

<91ei<fiung 

r r r r ' 

in fo ferne in bet ^-P^wbel aBemal Ga+]p = Fn = r ifl. 
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a>ie «Raffe tiefe« 9itnflfiä<f« nn' von ber »reite dr, tfi 



="'•/,"' 



!Die f^nflanten äBett^e t)on r liegen jmifd^en FG unb FD, b. ^. 
jt»ifdSien ^Jp unb b-c+lp; folgliij ift bie SRajfe be6 ganicn 
SIä($en{lu(fe GgDG offenboi: 



^•>- =X""''(/>>-'^-^4'^- 



3)ie SRoffe be« anbctn gWc^enflfide flnbet ftd& auf blefelbe 
SBeife 

alfo auc^ 

unb ba bie üRajfe be« ganjen 5ßorabeIjiu(fe GCDG ber ©umme 
K.4-L.+M. flleid& ifi, fo pnbet.pd() ^ler btefe 9Kajfe gerabe fo, 
n>ie fle für benfelben %aü im 8. 16. L, wo biefelbe «ufgabe 
rein anal^tifc^i be^onbelt »orben l^, gefunben würbe. . 

Slnmerfung. Segt man ^(ft bie recbttoinfligen ^oorbt^ 
naten^yen bequemer, nämlid^ GX' unb GY' mit ben alten Slyen 
OX unb OY parallel, unb nimmt man nun x unb y t)om 
6(^eitel G aud, fo iji bie ©leid&ung ber ?ßarabel t)iel einfad&er, 
nAmlid^ 

unb bie SRajfc ber Parabel ifi bann, wenn b— c = a gefeftt 
wirb, auSgebrädt burcfi bie @umme 

Jt,y*dx.dy _ 

wenn je^t fx,y ba6 bebeutet, voa9 au« bem frfi^ren* fx,y wirb, 
wenn man c+x unb h+y bejögli^ fiatt ber (alten) x unb y 
feftt. — 9iun fann man biefe ©umme 
.2fx,y.dx»dy 
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naä} Slnleitung ber SS. 10. 12. 13. 15. u. 16. auf tritt aml^U 
feiern SaScflc ftnten (wie fold&ee im S. 18. etenfaH6 auf rein 
anal^tifc^em SBege anflebeutet iji), obet man tann audf flcome^» 
trifd^c Setra(^tunflen ju ^ilfc nehmen , analog benen in Un 
SS- 24—26. QtixauiffUn, um biefelbe @umme mii Buiie^ung 
fleometrif^er ^itfe, ju erhalten. 

S. 27. 

3)et x>mkn Aufgabe (bc« S. 19.) tann man folflenbe geo^ 
metrtf(!!?c Sebeutung untetjieKen. — «d tji gegeben eine ®ni^fe 
(gig. 14.) imä) bie ©leic^ung 

3cbe bur(^ x unb y gegebene ©tette M im 3nnem (ober an 
bet Otenje) berfelben \)at bie burdb fx,y gegebene SDid^tigleit, fo 
baf fx,y-dx-dy bie SWaffe bee unenblic^illeinen SRe^itedc^ene 
dx-dy auÄbtucft. 6oD nun bie 9Raffe bet gangen iSÜip\t qu 
funben »etben, fo iji folc^e offenbat butd^ 

-^t^.dx-dy 

ijotgejlrtlt, unb i^re Sered^nungöweife ifl ballet in bem 8. 19. 
auf tein analiptiftbem SBege bereite nad^gewiefen wotben. SBit 
tDoOen abet biefe 5ölaffe jeftt noc^ mit 3wjif^wng geomettifcibet 
Settadbtungen auf^ 5?eue bettt^nen, b. ^. in befiimmten 3nte^ 
gtalen auöbruden , wel^ie bann nac^ bet gotrael be« 8. 5. 
(pbet 8. 2. V.) au^gewett^et tt>etben fonnen. 

3fi nämlidb ABBD (Stg. 14.) bie butdb obige ©leidbung 
t)Otgefleme (SBi>>fe, CP = x, ±PM' = yS PM = y, fetnit 
CA«CB = a unb CD==CE = i, — fo i|i bie 3Baffc bc« 
an CPt=x liegenben 6treifene M'M' »on bet »teite dx, — 
iDcnn, bed bequemeten Schreibend wegen, 



PM' = + — VV--x^ = X 
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gefegt toit\>, — not^ivcnbtg 

unb ba^er bie @umme ber ^Raffen aOet biefet Streifen, tüte fte 
t>on A an bt6 B ^tn neben einanbet liegen, b. ^. bie SRaffe bet 
gonaen SO{)»fe 



=X'(XV--^y)-^ 



(Sben fo ffaibet ft(^ aber bie Woffe be« ©tteifend N'N, \^m ber 
Sreite dy, weldSfer an CO = PM = y anliegt, — tt>enn ber 
^ärje n)egen 



gefegt wirb, — audgebrfitft burc^ 
dy.y^^fx,ydx; 

unb bed^alb ifl bie @umme ber 9Raffen aOer btefer Streifen, 
\)on E an bi6 D ^in, b. ^. bie SWaffe ber ganjen @IIipfe n>ieberum 

unb bied ftnb bie beiben Sluflöfungen bed $.19^ ¥^^ <^u0 ber 
Setraclitung ber gigur l^erau6gel^oIt. 

S. 28. 
3)er 8. 20. Wßt fe^en, baß bie tjorliegenbe geometrifd^c 
aufgäbe (aber nur auf rein anal^tif^em SBege) auf eine anbete 
tt)ieberum geometrifc^e Slufgabe jurücf geführt werben fann, in 
fo ferne bie gormel be« §. 20. erfennen läft, baf bie ^ier 
gefu(^te 3»affe ber Sni))fe, ba6 abfac^e ber SRaffe eine« 
Greife« ift, ber benJRabiu« 1 bat, (weR^^er alfo imd» bie ®Iei# 
(|iung x^+y'* = 1 gegeben ijl) unb beffen jebe, bur* x unb 
y gegebene ©teile (im Innern) eine neue, burc^ fax,by au^ge^ 
brüdte S)i(^tigfeit ^at. 2)iefe (entere Wta^t wirb bann gerabc 
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fo gefunben, wie fo eben bie ÜRaffc ber @fli^)fe, unb fo ergeben 
ftdb bie beiben äujiofungen I. unt? II. be6 §. 20. no^ einmal. 

3m 8. 21. iji bie SRaffe >e0 ^tife^ AEBD (gig. 15.X 
beffen 9tabiw6 CA = CB = CD = CE = 1 ifi unb welcher an 
iebet, butct^ x'unb y gegebenen ©teile M, bie burd& fax,by «nö^ 
gebriitfte ^x^tXQUit ijat, baburd^ gefunben, ba^ jiatt bec \Kooti!' 
blnate dbCP = x, bie neue Äoovbinate CM == r eingeful^tt 
wovben ifi, fo baf bet 5ßunft M bev Äreieflat^e je^t buv* CM 
unb PM gegeben ifi. 3nbem nun r unb y, um beaögli(5 dr 
unb dy wac^fen, bilben [xd) bie [(Riefen ^Parallelogramme, tt)eldbe 
n)ir bereiW im 8. 24. betrachtet ^aben unb beren 3nl)ält 
= 9xr*dy.dr iji, n)o 9xr unb dr für ben 5ßunlt M jur ?infen 
t)on CY, beibe negatit), — für ben 5ßunlt M jur Siedeten t)on 
CY aber, beibe poftti^ ftnb, wenn man ndmlid^ dx ein für alle^ 
mal poptiü t)orau6feOt. ^Jlan ftnbet bann juna^ji bie SRajfen 
ber (Streifen ON' unb ON im obern §albfrei6, bie ju einem 
fonpanten y gel^ören, aber ju aßen »erf($iebenen SBert^en \)on 
r, t>on r = CO = y an bi^ ju r = CN' = CN = 1 l)tn. 
^a6)\)n fummirt man bie SKaffen aller biefer parallelen Streifen, 
t)on y = an bi^ iu y = 1 ^in, b. l). t)on AB m bi« gu D 
^in. — 2)ie6 giebt ba6 JRefultat in ber jweiten ^txU ber III. 
bc^ §.21., bie alfo bie ?DJaffe beö obern ^alblreifeö au6brü(ft.* 
3)ie erfle 3^il^ berfelben gormel befommt man, wenn auf ganj 
gleiche 2Beife bie SJiaffe be6 unteren ^albfreifeö bered^net wirb. 

3n ber IV. bed 8. 21. fmb juerfi bie üRaffen aller ber 
[(Riefen ^Parallelogramme fummirt, bie ben l^alben Ärel6ring jur 
Sinien ober jurSRec^ten »on CY, bilben, in welchen jwei ©teilen 
M, linK unb xt6)t^ t)on CY, im Slllgemeinen t)erfdbiebene 2)ic5^ 
tigfeiten ^aben (fo baf beibe ^albfrei^formige SRinge, \)on ber 
©reite dr, im SlKgemeiften t)erfc^iebene 5Rajfcn l^aben werben), 
wd^renb bann bie j weite Integration m^ r, bie ©ymme ber 
9Raffen aller biefer, ju ben »erfc^iebenen, jwifcfeen unb 1 
liegenben SBert^en t)on r,. gehörigen 3iinge, b. t). wieberum bie 
3Jiajfe be6 ganjen Äreife^ liefert; — beren abfac^ed bann wie^ 
berum bie im 8. 23. gefud^te SSKajfe ber bortigen eilii)fe ift. 
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3m %. 22. iß bic 9Iaffe be« ^rift», beffeii 9iabttte 1 i^ 
(bet olfo but* bfc ®U\^mQ x*+y'» = 1 flegebm tß unb) 
toelc^er an iebet butd; z unb y gegebenen ©teOe bie !Dt(^ttgfeit 
ftt,by fi^tf — baburc^ gefunben, bof ftatt x unb y jioel neue 
JFootbinatemaßert^e = XCH unb r = CM einge^^tt würben, 
fo bof y = r^SinO unb x = t*Cos9 ijl, — bafi man bonn 
bie SBert^e ^oon 9, ma d0, — bie t)on r, um dr tt)ac^fett lief, 
unb bann bie ^Raffen bet Sied^tetfc^en t)om Sn^alte r*dr*d<^, 
n)ie n)it folc^e im S- 25. betrachtet ^aben, entn>eber juerfi ju 
ber ?»affe be« 9linflfiü(fe, beffen SBreite dr ifi, on einanber 
rei^t, um bann, nad^ r integrirenb, bie 9Ra{fe be« Areife«, tt>ie 
in VI. M S. 22., )U erhalten, — ober baf man bie 9Xaffen 
betfelben SRec^teddSfen (eigentli* t)on jn>ei concentrifdjen Xxti^ 
bogen au0gef<^nittene @tä(fe be6 unenblic^neinen SBinfeld A9) 
juerfl für alle SBert^e t)on r, t)on r = an bi« r = l ^iit, 
}u ber Staffe bed ton bem aßinfel Aß gebtibeten ^eid^Seftot« 
an einanber reil^t, um {ule^t na^ 6 )u integriren unb fo bte 
9taffe be« ganjen Areifed n>ie in ber V. be« %. 22., ju erhalten. 

*. 29. 
©ud^en n)ir notb einmal bie 9Ra{fe ber burd^ bie ^lei^ung 

gegebenen (gßipfe AEBD (gig. 14), in ml^n CA = CB = a, 
CD = CE = b, CP = x, PM = y, dzPM' = y' iji, unb 
n>el(be an |eber bur(^ x unb y gegebenen ©teile bie IDi^ttgfrit 

kj W' — ®* f«^^" F wJ^b p ^*^ l&^l^^« S3renn^)unfte bec 

CF 
(SDiVfe, fo baf ^ = « l>ie eycetttricitat ber eOipfe t)orfieUt 



Dann l^at man CG = CF = ae = Ka^-^5^, alfo 

b« =:a'(l— e*), unb bie obige Oleid^ung ber eHi^jfe ge^t 

bann über in 

x^ y'^ * 



S. 29. a^üU Uebung. 147 

©e^t man nun ben aßinfel XFM = e mi FM — r, fo l^at man 
2) x = -ae+r*Co^ö unb 3) y = r*SOTö, 

unb, n)enn man eliminirt, 

4) (x+ae)^+y» = ^^ 

I. gü^rt man nun }uetfl fiatt bet einen ^ootbinate x, bie 
cinjige neue Äootbinate r ein, fo baf bet ^^unlt M bwd& 
ys=PH = FM unb r = FM flegeben ift, fo fann man nun 
juerji bie ÜWaffe ber, ju einem fonfianten y ge^oriflen ©treifen 
M'H unb NH, obev ber ganjen Streifen N'N, fobalb y>Fk 
genommen loitb, finben, inbem man fi(^ xoititt bie ((Riefen 
^araOelogramme bilbet, n>ie im S- 24., — i^ten 3n^a{t 
= 8xr-dy.dr flnbet, »a^tenb 9xr au« bet Olei^ung 4.) qu 
funben toevben muß, au« weichet man 



X = -ae±Kr*-.y«, atfo Sx, = ± . 

Kr*— y* 

credit, — juleftt aber bie üRaffen biefer ^j^araBelogramme t)on 
N' bi« H (wo 8xr unb dr ^eibe negatit) finb) unb nodb t»on 
H bi« N (wo 8xr unb dr beibe pojftit) ftnb), ober ani} t>on 
N' bi« N fummirt, fobalb y>FK genommen worben iji. — 
a)ic 6umme ber Waffen biefer Streifen N'H, »on y = bi« 
y = FK = a(l-e*), giebt bann bie 3Jlaffe be« ganjen ©turfe« 
APKA; bie Summe ber SRaffen ber Streifen HN, t)on y = 
an bi« y = FK = a(l-e*), giebt bte «Waffe be« Stütfe« 
FKK'BF; bie Summe ber Slaffen ber Streifen N'N (fobalb 
y>FK wirb)»on y = FK bi« ju y = CD = b, giebt juleftt 
bie 2Rajfe be« Stade« KDK'K. aUe brel SiefuUate ju einanber 
abbirt, liefern aber bie SWaffe ber obern falben eBi^)fe. SBirb 
bann bie untere ^älfte ber SHipfe ganj analog be^anbelt, fo 
befommt man nocff bie 3Raffen ber brei öbrigen 2:^eile AFL, 
BFLL'B unb LEL'L. — S)ie au«fil^runfl ifl nun folgenbe: 

e« finb FN' wie FN SSSert^e t)on r, welcä^e jund(<)fi in y 
au«gebru(It werben muffen; ju bem (Snbe mu$ man in ber ®Iei^ 
c^ung 1.) ber ©Di^fe, biefe« y ftatt y' feften, bann aber au^ 
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i^ mtb bct @(ri(^ung 4.) frcn Setönbetli^ien x ennritiimi. 
3>iefe Sle^mmg tDtrb dtoad )>emttfeK, «Denn man ftc trii^t tote 
fo(0t, ataf&fpct. 

Wlan eliminirt nämlic^ aud ben gebac^ten briben ®ld^vm^ 
gen, b. f). ava 

jtter^ y* unb erhält 

r» = (a-fex)* b. ^. r = ib(a+ex). 

®ril aber e<l unb bet gtofte abfolute ffiert^ von x, ben 
»ert^ a 4iie flberfleigt, fo ifi a+ex ^M pofttit), olfo batf 
man mtt 

r = a+ex 

nehmen, weil r nie negotiö ifr Stimmt man nun l^ieraue 

xs=— unb fubfHtuitt man biefen ffiert^ \>on x, in bie 4.), 
c 

fo ttf)&U man 

5) y*=(l-e')(a'— ^^) 

a{« bie ®Iei(^ung ber «flipfe, jtt)if(^en ben ieftigen Äootbinaten 
y «nb r bet eni»)tifc5en ©tenglinie. ©ie giebt für r jwei aBert^e, 
nAmli^ 



r = a±l/a'-^y% 



»oiDOtt (für y = FH) ber Heinere bie Sänge ^on FN', ber grö# 
fiere bagegen bie Sänge t)on FN liefert. — SRan f)at ba^er 



6) FN' = a-|/a--:r^y-=r' 



7) PN=a+Va^-j3^y^ = r", 



wenn 

8) y = FH 

genommen wirb. 
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öejeidjinet man nun ba6, wa« au« fx,y l^et^otge^t, i 
(au« ber jwifc^ctt x unb r, angenommenen ©leicij^ung 4.) 


i\>enn 


— ae— |/r^— y« unb — ae+Vr 


._y2 




Patt X gefefet xoixi, bejugUd{> burdji 






*;r.y) «nb f;:^^, 







fo bificft l^^yj ble 3)ld^tigfeit ber ©teilen au«, mliijc Hnf« 
\)on KFL Hegen, »ä^renb f^^y^ bie 3)i(|itigfeit ber ©teöcn aia^ 
brücft, welche rec^t« t)on KFL liegen; unb e« ftnbet jid^ 

bie 9»affe be« ©tteifen« N'H^ = dy . /*'' fj^^^ . ^^ .dr 

unb bie be« ©tteifen« NH , = dy . Z*"^ f|^^ ^^ . r,- . dr , 

wo \m im etpetn 8lu«bvutf abflc^tlid^ "bie ©cenjen be« 3ntegvatö 
umgefef)tt l^aben, um dr unb bamit jugleic^ Vr^— y' eben^ 
fall« ^)ofitit) nehmen ju muffen, wie in bem anbern^?lu«brud. 
3)ie 9»afl[e be« Streifen« N'N (fobalb y>FK ^mommm 
wirb) ftnbet jic^ bagegen 

3)a^er iji nun bie «Waffe be« ©tiicfe« AFKA, 

*•>••• -/ ui '<-'>■ w^-^y^-' 

bflflegen bie SRoffc t>e« ©tötfe« FKK'BF, 

2)ie SKaffe te« ©tötfe« KDK'K ftnbet ft* jule^t 

^ J.(I-ea)l*/r' <''y> j/r»-y' / ^ 

gut bie untere ^dlfte ber (§üif\e ifi alle« fap eben fo, nur 
ba^ bet ^jojitltte saSett^ »on r, welcher =FJ iji, butd^ — y 
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auSflebrfidt ^6) fte^t, mil an berStcKc J, fcerkutd^ y begric^^ 
netc Äoortinaten^sSlBertl^ y, negatte ifi, alfo — y ^)ofith> it>irfe. 
ee ifi ba^er bie SRaffe 

be« ©ttelfene JR', =dy. /^''f ^ .-—L^.dr, 

be« ©treffen« JR, ^dy.J^^'j^^^^.,^ ^^ 

unb bie be« ©ttelfen« R'R (fobalb -y>FL b. 1^. >a(l-~e«) 
genommen witb), 



--y: 



»dr. 



Unt» weU bie aRoffen in ©tteifen JR'. unt JR, von 
y = -FL Ott bf« ju y = 0, cnWic^ t)le tct gatijett Streifen 
R'R uittet^olb LL*, »on y = — FE = — b att bi« 
y = -FL = — a(l-e») fummfrt tperten muffen, fo findet jld& 
ie|t t)ie SWoffe be« ©fürfe« AFLA, 

toä^reni) We 9»affe be8 Stfitfe« FLL'BF 

enbli^ ober bie SWoffe be« ©tfide« LL'EL 

ijl. 

2)fe ©umtne A.4-B.+C.+D.+E.+F. biefe« fe*« SDo^el» 
3»iteflroIe brödt .nutt bie aWojfe ber ^anim mip\e ou«. — 
WeberoU ifi bobei .Vr»^ poftH» ju tie^men, »eil in ben 
antegrolen m^ r,. öberoO dr po^üv (b. ^. bie untere ©renjc 
Heiner OI0 bie obere) genommen ifi. 

II. SBÄ^renb ober no(S) immer fio« x Wo« r eingeführt 
bleibt, lonn man oud^ juerft bie SRoffen brt imenblid^fleinett 
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f Riefen ^avaUelogvamme fummiren, W ju einem unb bemfelben 
FM = r gel^oren, [o bafi man juerfl bfe SKaffeit t?on SRingen 
unb JRingfiücfen t)on bet Stelte dr ftnbet. 

©u*t man nun juetfi bie 3»affe be« a;^eilee RAVR (giß. 16.), 
in welchem bie 2)i4)ti9feit bet elnjelnen ©teilen but(^ fj.y^ au«^ 
gebrucft ifi, fo fonbert flä) }unad&fi ein ^albftei^ mAnm ab, 
tet ben 9labiu6 FA = a(l— e) l)at, unb in »etilem bie 9iin9* 
fiitcfe ppp ^oUfornmene «^albfreife ftnb, unb bann l^at man no($ 
toic beiben ©tfide mARm unb nAVn, beten JRinflflficfe qq, q'q' 
von ber enii)tifd{ieu ©renje bi6 jur ©etaben RV reichen. 

2)ie SKaffe be« ^albfteife« mAnm ifi nun 

tie SRaffe be« ©tücfe« mARm ifi bagegen 

wo y, tm ^Jofttteen SBevt^ kecSunftion »on r, »or^eHt, »elc^e 
aud bet @(et(!6ung 5.) föt y ^ett>oi;ge^t, n&m(t(^ 



9) yi=H ^ K 



l^l-e» l/„, (r-a)\ 



e r e» ' 






bie SRajfe be6 ©Mided nAVn ftnbet ftd^ bagegen 

auf bet teerten Seite ^on RV fonbevt jlc^ juevfi bev .&alb^ 
frei^ RSVR ab; bejfen SKaffe ifl 

mt> Um bleibt nod^ t>a& @tu(f RBVSR, Deffen SRaffe 

gefunben ivitb, n^enn man ji ava 9.) nimmt. 
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SDic Summe G.+H.+J.+K.+L. kiefer 5 ^f)t\U ifi nun 
»iebcrum t>ie 9Rajfc bev ganjen (SDlipfc. 

IIL 2)enf cn wu und aber jeftt jiatt x unfc y, jwei neue 
Äootbinaten^^SBertl^e r unb ö eingeführt (namlic^i gig. 17. 
XFM = 6 unb FM = r) mittelfi ber ©leic^ungen 2.) unb 3.), 
nam(i(^ 

2) X = ae+r-Co^ ö unb 3) y = r-Ä'/i ö , 

fo gel^t bie ®leid&ung 1.) ber SDlipfe, fobalb man btefe SBert^e 
\)on X unb y in jte jiatt x unb y' fefet, über in 

»0 ^ unb r'. einem ißunfte ber etliiptifc^en Orenje angeboten. 

2)ie t)on bem SBadbfen t)on ^ unb r (bejügli^ um do 
unb dr) gebitbeten unenblid^Heinen Sietedt^en MNÜT (gig. 17.) 
^aben nun (nad^ §. 25.) ben Sn^alt r-dr^dö unb be^balb bic 
SWaffe f(r,9)-r«dr.d^, wenn f(r,fi) ba« bebeutet, tt)ad an^ fs,y 
^ertjorge^t, fobalb fiatt x unb y beren SaSett^e au« 2.) unb 3.) 
gefeftt werben. — ©ummirt man nun juerjl bie 9Äaffe aller ber 
SSleredd^en MNÜT, wel^e ju eincmTunb bemfelben SBert^e t)on r 
gehören, fo fonbert ftdb juetft ein Ärei« ab, ber benSiabiuö 
FA = a{l-e) ^at, unb beffen aRajfe 






M.)... "^^ST ^\ /l^^)*^'^^)*^^ 



i% gfir ben übrigen 3:^eil ber eui^fe ^aben bie 5»ing|»ucfe 
pMq \)on ber ©reite dr, ju ®renjn)ertl)en t)on ö, bie SBinfel 
X¥p unb 27r-XFq, »al^renb XFp = ö, biejenige gunftion »on 
r t)orjient, welche au« ber Oleid&ung 10.) ^ertjorge^t, njeun 
fol(^e nad^ aufgelöfl, jugleic^ aber r ftatt r' gefefct tvirb, 



*) ^an ixffSiU bieö 9{efuUat am bequemflen, tüenn man mi 2.) unb 3.) 
9 üiminixt, baburd^ bies ®(ei(i(fung 4.) erplt, — bann au6 4.) unb 1.) y 
elimintrt, um bie ©(eifjjfung 

r = a+ex 
itt erl^altenr — bann aiet l^ier ()e(ein ac+r«Cos& jlatt x fubflituirt. 
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tt)obcl Sr, in fo ferne biefe gunftion unenblic^^telbeutig ift, jtt)i^ 
fd^en unb tt genommen wjevben mu^. 3)ie Sßctt^e t)on S 
flc^cn alfo für biefen fonfianten SBett^ t)on r, weld^et >FA 
t>. f), >a(l-e) tji, t?on -Sr bfö +<^r*). 

3)ic 5Kaffe M anbeten ST^eH« bet ßKiipfe tjl ba^et 



«•)••• =J7^\f-:M''''h' 



in fo ferne für biefen 3'^eil bie SBcrt^e toon r, t)on FA = a(l-e) 
an bie FB = a(l-f e) ^in Qt\)^n. 

Die Summe M.+N. biefer beiben 3)o))!peI^3ntegrate brflcft 
nun n)leber bie 9Äaffe ber ganjeh (SIHipfe auö. 

IV. ©ummirt man bagegen jueifl bie SSierecfcJen MNUT 
(Sifl- 17.) bie ju einem unb bemfelben 6 gelberen, fo erJ)aIt 
man bie aWaffe M ©eftorcben« »cm SBinfel dß, 



= dö* / f(r,e)'r.dr, 



*) SS}ie tüir oben fd^on einige ^aU gezeigt l^foBett; tff ba^ ifQa\)xt an 
ber '@ad^e bie^. ^ie SBertl^e ))on 9 werben t)on an (b. l^. »cn FX an) 
nac^ Fp, FA, Fq l^in toad^fenb gebadjft; ba^ SKtngflüd pMq muf ballet ald 
au« §tt)ei JCfjeilen beflel^enb ongefel^en toerben, nämlid^ au6 ber «gdlfte Hp 
unb a«6 ber anbern «ödlfte Hq. — gür bie erjlere ^Älfte gelten bie aöert^e 
öon e, öon an 6(6 ju XFp= e, (jin; für bie anberc «öÄIfte Hq gelten 
fic bagegen »Ott 2n-$^ an bi« 27i l^in. SBeil aber nnfer l^iefige« 
hr,G) ^^^^ ^^'^ "^^ ^*'*^ entl^dlt, beren SDertl^e ft(i(f nici^t dnbern, 
toenn bie SBertbe »on $ um 27r »erminbert toerben, fo ifl 






nnb bedl^atb fann man fagen, baf für ba6 ganje [Aingflüd pMHq, bie 
SBert^e »on 9, t)on -ör an biö ju +9, l^in gelten. — 93on einem nega? 
ti»en SBinfel (ober Sogen) fann nie unb nirgenb« bie [Äebe feim 
^uö) mürbe bad gan^ unrid^tig fein, b. 1^. ein unrid^tiged 9{efultat liefern, 
u>enn f^^^ auf er Cose unb Sins, nod^ $ e^^Ucit entl^ieUe, unb man nun 
bod^ ol^ne 9Beitere6 an ben ©renken eined beflimmten 3ntegrald, ehoa —$% 
ftatt 2n-H feften tooUte. 
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wenn r' W in ber ©{ei^iung 10.) gefundene Sunftion t)on s 
))or{ieat. iDie 9Ra{fe ber ganjen SKi^fe ifi ba^er nun 



*'•>••• =x'''C/r'^''^^-"-^4^^- 



ainmetfung. Jffiir fortetn nun unfete?efer, tt)cld&e fi^ 
in tein anal^tifc^en, ^on icbcr geomctiifd^en Se^ 
tta(^tung unabhängigen Untetfu(^ungen üben xooU 
Un, auf, biefelbe Slufgabe (bet «§. 28. 29.) fo aufjufaffen, 
ndmlidb 

„!Die Summe 

iSTx^y-dx.dy 
— -*.— 22_=i 

aa "^ a»(l-e«) < 

ffiu ftnben (b. ^. (in ein einjiged ober) in bie Summe me^recet 
„!Do^)))et3ntegtaIe au^jubtütfen), in mläftx x unb y na^ unb 
f,nad^ alle, um bejüglic^ dx unb dy n>a4)fenben reellen 
„SBert^e befommen feilen, welche ber untetgefefcten Sebingung 
„nic^t tt)ibetf^)red{ien" 

(o^ne baf man ber S(ufgabe itgepb eine geomettifc^^e Sebeutung 
unterlegt) unb fie bann nad^ Anleitung ber §§. 8.— 19. gu lofen; 
benn, unfere Sefer in folgen rein anal^tifc^en Untere 
fud^ungen ju üben ijlber ^auptiwed biefer Slätter*). 
Mü man genau biefelben 9{efultate xiok in §. 29. 1. unb II. 
erl^alten, fo muf man natfirlid(^ ben neuen Ser&nberli^en r, 
ftatt be« alten x, burc^ biefelbe ®lei(^ung, namli* 



•) JDle rein analt^tifd^e SSe^nMung biefet Slufgaibe ifl be^i^alb öiel Ui^-^ 
Ut, aU bie bed g. 10. ober bie bet %%. 8. 9., meil l^iet nuir einer einjiden 
S3ebittdttttd gtt qtnü^tn ift, to&^renb bort ^toei, audjf brei ISebittgtiiiden ge^ 
geien toaren. — 9^an fanti aber aa^ l^ier nodjf eine gioeite 93ebingttng l^itt-' 
gufügettr eitea bie HBebingung m<x<o, toäi^renb ]ii>-a imb n^+a < 
angenommen toirb. lDie0 Mme, fobalb man bie Hufgabe, toie im ))or]^er; 
gel^enben $aragra^^ett^ geometrifdjf auffaft, barauf l^inau^ , bie SRaffe eine« 
oon )ta)ei auf AB ' fenfrecliten ©eraben begrenzten (BiSiät$ ber (iUip\t ^ 
jinben, to&^renb jDie ^bfciffenioertlljie biefer @eraben begiidlidjf m unb n flnb. 
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(ae+x)*+y* = r* 
einfügten. 

Unb n)ia man genau biefelben SIefuHate erhalten, xok in 

8. 29. III. unb IV., fo muf man bic neuen JBeronberlid^en r 

unb 0, ftatt bet alten x unb y, mUtelfl betfelben betben ®Uu 

(jungen, ndmltd^ 

X = — ae+r-Cb^ » unb y = r-Sm ß , 

einfügten unb ben irict^tigen aKgemeinen @a( bed §. 14. in 9(n^ 
iDcnbung bringen. 

3jl e« bem anfanget gelungen, auf biefem SBege unb o^ne 
3u}ie^ung irgenb einer geometrif^en Setrad^itung 
biefelben SRefuItate, tt)ie in ben §§. 28. 29. ju erl|)alten, fo möge 
betfelbe nod^ bie sufammengefe^tere Slufgabe, tt>ie fo(4ie ^ier in 
bet 9?ote nä^er bejeic!6net werben ifi, auf beiben SSBegen löfen, 
einmal au6 bem geometrifc^en 6tanb))unft, unb in 6 t)erf4iie:^ 
benen JRefuttaten, unb bann noc^ auö bem rein anal9tif^en 
©tanbpunfte ebenfalls in 6 tjerfc^iebenen Slefultaten. Dabei 
tt)itb man aber fid6 gejwungen fe^en, gälle t)on einanber ju 
unterfd&eiben, ob g. SB. m<— ae ober ob m>—ae iji, 
u. bergl. 

§. 30. 

^an tarn avi(fy bie SBert^e, n>el(^e x unb y in ber @umme 
:?fx,y*dx-dy erhalten foDen, barauf befc^rfinfen, baf fle blo» 
Vofitit) ober 3?uÜ (bagegen nie negato) fein f ollen. 6« wer^ 
ben JU ben Unglei^ungen, welche bie SBert^e \>on x unb y 
überhaupt innerhalb be^immter ©renjen galten, nur nod{i blefe 
neuen, namlic^ 

0<x unb 0<y 

^injugefügt, unb bann wirb, wie in ben §8. 7.— 10., aUen 33e* 
bingungen ju genfigen gefu(^t. 

A. @olI g. S. bie @umme 

.^fz,y*dx«dy 

xa-l-ya^a» 



156 ä\t>tiU Uebmig. S- 30. 

n)o a <)ojltft> gebadet ift, mit ber ©cbfngung an^mtxtt)it n)ci> 
bctt, baf X unb y nur alle ipoftti^cn ober 9?uDtt>crt^e er^at 
ten foKcn, fo bat man bie btei Sebiitflungcn ju erföBcn, namlic^ 

1) x^+r<a^ 2) O^x, 3) O^y. 

9Ran etl^alt ba^er fogleicti 

I. :?f.dx.dy=/'(/-^'^"'^f.dy).dx 

ober 
«. .^f*.d,=/"(/--^f.44y. ■ 

B. gäl^vt man abev ftatt x, ben neuen SBetanbetUc^ien r 
ein, mittel jl bet ©lei^ung 

4) x^+y« = r% (alfo x.9xr = r), 
fo fiat man, wegen x>0, 

5) x = +Vi^^, alfo 6) 9xr = 



r 



+]/r'~y^ ' 
fo baf ie^t X unb 8xr nux einbeutig toetben, alfo aud^ 

nuv einbeutig tt)itb. 9Kan l^at bann nod^ ju erfüllen bie Se^ 
bingungen 1.) unb 3.), namlic^ 

7) r<a unb y^O; 

man erhält ba^er ieftt foglei(^, ba 4-r ber größte aBertl^ »on y 
. iP; weil fonfl (au« 4.) x imagin&r werben würbe, 

UI. «.d..d,=/'(/'.„.^^.*,).d,, 

ober, wenn man in umgefel^rter Orbnung fummirt, weil a ber 
grofte SBertl^ t)on y unb für einen fonjianten SBertl^ von y, 
(wegen 4.) y felbji ber fleinfie SBert^ von r i|i, 



ot>n 
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C. gu^rt man ßatt x unt y }n)ei neue SSeranbetKc^e r 
unb ö ein, mittelfi ber Oleld^ungen 

9) x = r*CosO unb 10) y = r.&>iö, 

unb dx-dy = r^dr-dö (md) 8- 14.) 

wirb, fo gelten bie Sebingungen 1.— 3.) über In 

11) r<a, 12) 0<r.Co5Ö uttb 13) 0<r.Smö, 

»ä^tenb r nur ))ofitito ßenommen wirb. 3)le Sebingungen 12.) 
unb 13.) geben CosO'^O unb Sm^>0, b. 1^. CosO 
unb SiTiö ^)ofttto ober 0; we6^alb jeftt ö bto^.t)on bi6 ju 
|7r gelten fann. ^an l^at ballet foglei^ 

V. :^f.dx.dy =^f,\f,^^kr.i^y^^^^}Ar 

VI, ^f.dx.dy ==n\fl\.s) -r.drVd^. 

anmerf. 1. 3fl j. S. fx,y = e-(»^+y*>, 
«Ifo f(r,y) = e-'* unb au(Sf f(r,fi) = e-'"' , 
fo ^at man (au6 III.) 

/f(ry)> , ^ =r>dy= /e-''.r.-==z*dy 

' y 

= e-*'* •r*Arc sin, — , 
folglic* 

alfo au(9, n)eil 

/e-'^r.dr = -ie-'' 

-Sf.dx.dy = i7r.(l-e~*'). 
eben fo finbet fl(^ au« V. 



158 3Mtt( ttctonfl. S. 30. 

(rifo, weil /e-»Sr.dr s= -|e-'* iji, 

Jl'^UT^^''''""^^}^' = -i«-(l-e-«"). 
eben bafferbe flnbet jld^ nadji VI, für 2f.dx-dy, in tiefem 
gaUe. 

SRan finbet alfo 

(no* m.) = i7i(l-e-«'), 

(na* V. ober VI.) = i7r.(l-e—) *). 



•) 3jl e-<^'+y*> ober e"'* bie JD^tigfeit be« an bet, burci 
bie ^)ofltiöen SBertl^e x unb y, flegelbenett ©teKe, liegeubtti fftt^itd^tni 
dx.dy, fo btüdt bie f)Ux gefudjite ©umtne -2", bie 5Waffe ber SW<ä!ie «j««^ 
Äreidquabrantett au«, beffen dtaUni = a ifl unb Bei toeld^em bie JDid^tigfeit 
in qUiä^in öntfenwmöett r »om SÄittel^junf te . gleidSi groß i^, mib immer 
Heiner toirb, je ntelftr man fidSl öom SKitteljwnfte be« Duabranten entfernt 

3jl aBer c~^^*+y'> = z bie britte, auf ber (Sbene beö Äreiöquabrön^ 
ten fenfred^te (flet« Jjoflitlöe) Orbinate, fo fleUt bie Summe 2*, ben 3n^ott 
eine« Ä5ri)er« öor, mX6}tx Begrenzt ift, erfiena \)on ber »orerlüdl^ntctt gl&c^e 
be« Jtreidquabranten, bann 9on }ta>eien burA bie j(oorbinaten^$l^en OX unb 
OY l^inburd^gefienben, anf ber t>orgeba(l^ten 9(&(^e fenfredjit {lel^enben Ebenen 
XOZ unb YOZ, toeldjie fid^ in ber britten Äoorbinaten^Slye OZ, fc^fneiben; 
femer t)on einer burdSf ben SBogen^^Guabranten geleflten «nb ouf ber ebene 
XOY fenfred^ten (Sl^Iinberf[äd(fe; ^ule(t aber burd^ bie frumme SUd^e, toeldjfe 
mittel^ ber ®ieidSiüng z = e-^^'+y'^ gegeben ift unb toeldSie in OZ felb^ 
il^ren ]^5d(f^en $unft l^at, in gleid^en (Entfernungen r, ^en OZ, gUid^ f)0^, 
aber immer niebriger gelegene 5ßunfte liefert, je größer r toirb; — für r = a 
aber am niebrigften liegt (bie SBorte ,,niebrig" unb „l^od^" auf bie i^ori* 
jontal gebadete Sage ber (Sbene XOY belogen). 

3ene SWaffe, ober biefer Ä&rver^Snl^alt, ijt alfo gefunben »orben 
= i;i(l-e'~**) unb fold^er nähert fi(^ olfine (Snbe fort, mit bem ol^ne €ttb« 
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änmetf. 2. 3)enlt man jlc^ juleftt a = +ao (in bem 
vorfle^enben Selfpiele), fo bcfc^rfinft ble Sebinflung x*+y» = a^ 
tie SBert^e t)on x unb y, gar nttt^t mel^t:, unb bic gcfudfitc 
@umme ift ballet ie^t ^öUig ubereinftimmenb mit 

unb bicfc leitete »irb be^^atb 

(naä) I. unb IL) =^rjfl e-<^'+y»).dx.dy, 

(nadji m.) =171, 

<««* IV.) =J^(f;-^^.,ryy, 

(unb na^ V. unb VI.) wicbcvum = \n, 
SJcil aber 

/ / e-<^'+y'>-dx.dy= / / e-^'-e-y'-dx.dy -^ 

ifi, fo folgt au0 biefem i)itx gefunbenen 9{efultat noc^ 
e-»^dx = ^|//r, alfo / ^e-^'.dx = |/^ *). 

forttoac^fenben fftatta^ a be^ J^reiöquabtanten, bem SBertl^e ^, tocif 
e-'*=~ toirbfüt a = oo. 

CO ' 

*) S)ie0 ifi Ux Sßettl^ bed fogenannten ,,befitmtnten Sniegrold t)on IBa^ 
platt**. •— @ej^t man x^ = z, fo finbet fid^ baraud fogleidjf bad t)ou 
(Sttlev, n&mUdif 



/ 



eV* 



toelt^ed au(^ bet SBert^ ber (ogenanntett ©amma^gunftion r^, für x = ^r 
ober an^ ber SBert^ ber gaMt&t (-^)! ifi (®. b. ®i;flem b. SÄat^em. 
Sl^. vm. uttb IX.) 5Diefe 9tefuftate, au^ betten bie aOertl^e aller Sa^lace« 
fd^en unb Cfuler' feigen be^immten Sntegrale abgeleitet iverben !5nnen, finb 
alfo i^ier oben auf rein anatt^tifd^fem SBege gefunben (ol^ne Sugiel^ung geo^ 
metrifd^er HBetradjftungen), looburt!^ ein SBortourf befeitigt ifl, ber »on dinigen 
bem iaplact, mgen einer analogen 9ittdn)ert]^ung feinet 3ntegrotd gemad^t 
toorben ift 
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2)ritte Ucönng, 



SBie bie ©umme ^f^y^j.dx-dy.dz unter öerfd^iebenen SSorau«- 

fe^ungen, in brcifac^e bejiimmtc Sutegrale au«gebrürft 

»erben fann. 

§.31. aufgäbe, 
ivlan foll ixt Summe 

n)o p unl) b ^)0[ititt gebadet jlnt>, au«wert^en, unter t>n SBor^ 
auöfeftung, ba^ x, y unb z nur reelle SBertl^e erl^alten foBen. 

(Srjie Sluflofung. ©ummirt man juerft-fiir fonftante 
SBertl^e t?on x unb y, unb für alle SBertl^e i>on z, fo lieflcn 
lefetere ^wifc^en z = — Kpx— y* unb z = +l/px— y*. 5)iefe 
einielnen Summen werben bal^er auögebrfidt bur^ 



/»+V/(px-y») 

dx»dy« / f»dz. 



©ummirt man nun biefe Sl^eilfummen, für einen fonftanten 
SQSertl^ t)on x, aber für aKe aSSertl^e \)on y, — welche, ba 
Vpx— y2 reell werben muf, ba alfo y*<px bleiben muß, 

jwtfd^en y = — ]/px unb y = +l/px liegen, — fo erl^äU 
man für biefen fonftanten SBert^ loon x, ble 3;^eilfumme 

weld&e alle biefe einjelnen S^l^eilfummen liefert, wenn man ftatt 
X aDe Sffiertl^e feftt, welche x l^aben fann. — Unb ba x nic^t 
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negatit) werten batf, xotil fonft Vpx imaginSr würbe, fo 
liegen aUe Sßett^e ^on x^ jwifctien unb b, unb man f)at 
btt^er nun gefunben: 

Unb ea^jl nic^t fdjiwei; elnjufe^en, ba^ man au^ erhalten wirb 

©ummirt man in no(^ anbetet Otbnung, namlic^ juetfi ffit 
fottfiante SlBett^e ticn y unb z, unb fut alle aSSert^e \>on x, 
fo giebt bte Sebingung y*+z*<px, 

fofott x^l(y^+z^), 

i 

fo baß X alle SaSett^e ^aben fann, wel^e toon — (y^+z^) 

bi0 b ge^en; biefe einjelnen S^ettfummen wetben ballet au6ge# 
brudt but(fi 






f.dx, 



P 

IDO y unb z nad^ unb na4) alle SQettl^e "ooxftMm, mlifc fte 
etl^alten fönnen. @ummitt man nun biefe S^eilfummen fät 
einen fonjianten SBettl^ t)on z, aUt fut aKe SBett^e »on y, fo 
folgt, baf, ba y*+z* jmifctien unb pb liegt, y aKe Jffiett^fe 
befommen fann, weld^e jwifc^en — 1/pb-z^ unb +Vpb-z» 
liegen. !£)iefe @ummation giebt ballet 

tDo z na^ unb nad^ aQe feine SBett^e etl^alten muf . ©ummitt 
man enblid^ biefe Summen »iebet füt aKe SBett^c ^on z, fo 
ip Hat, baß z^^nic^t gtöfet ate pb werben barf, baf alfo bie 
SBert^e »on z, jwifdöen —Vpb unb +Vpb liegen 5 man 
finbet bal^er unfere Summe a\x(f) noc^ fo auegebröcft, mmliä): 

11 
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in. 2f.dx.dy.dz 

Uttb eben fo findet fl(^ 

IV. ^f.dx.dy.dz 

= r^^i r^^^U fl f.dxVdz).dy. 

Unb ba fibct]^au))t btei Stementc cl, ß, y, ober x, y, z, auf 
fed&e ^etfd()f ebene Sitten angeorbnet werben fJnnen, — fo fann 
man bie gebact^te ©umme ^, aud& wenn fefne neuen Setänber^- 
lidb^t eingeführt werben, bo(5 auf fe(^d ^erf(^iebene Slrten burt^ 
ein bre{fac|?e6 be|iimmte6 3ntegral auöbrfitfen. 

^r bie gegenwärtige ?lufgabe,finbet man ballier no(^ 

V. :Sf.dx.dy.dz= /'^^''V /T ( /•"^^'•'^■"*^f-dzVdx).dy, 

ba bur^ bie ©renjen be* erflen 3ntegrat6 (nac^i z) ber gege^ 
benen Sebingimg y?+z«<px, fc^ion genügt ifl, biefelbe Un^ 
glet(bung aber ben Tleinflen äBertl^ ))on px^ alfo au$ von x, 
offenbar für z = liefert, wfil^renb b na<^ ber anbem ©e^ 
bingung ber grBßte SBertf) \)on x ifi; ba enblidb aud y*<px-z\ 
ber grogte SBert^ »on y' offenbar au6 bem gröf ten Sffiert^ (b) 
»on X, unb bem fleinjien aBertl^ (0) t)on z ftd^ ergiebt, wä^renb 
biefer grofte aBertl^ pb twn y^, offenbar unter ben negatitjen 
SBertl^en von y, (nad^f S. 4^) -l/pb atö ben fleinflen, unb 
unter ben ))ofitit>en SBert^en von y, +Vp£ aWben grof^ 
ten liefert. 

(Snblic^ finbet man nod^ 

VI. -2f.dx.dy.dz 

^ ^-.v/cpb)/ ^^ / r-^<-~-^>f.dyVdx).dz. 

«/-l/(pb) \€/-^>!«\t/-V/(px-t«) / / 
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S. 32. 

9^xt man ober j. S. fiatt x einen neuen aSerSnbetlfci&en 
r, ein mittel ji Ut ©leic^ung x = Xr, wo x, ivgenb eine 
gunftion ^on r (ol^ne x), tvelc^e a«(4 nodji y unt) z enthalten 
fann, \)orjiettt, — fo ^at man foglei^l 

^f.dx*dy*dz = '5'[f(r^y jj.QxJ-dr-dy-dz , 

wenn f(r,y^) ba« bebeutet, »a« aue fc^y^ ^ervotge^t, fobalb 
Xj fiatt x gefegt tt)itb. 

3ji aber Xr (unb ba^et auc^ 9xr) jw ei förmig, fo baß 
beibe gotmen, wü^e ju einem gegebenen SBettl^ r, ben fleinetcn 
unb gtofeten SBett^ »on x geben, burd^i x' unb x° t)on ein^ 
anber untecfd^ieben ti)etben, fo nimmt auc^ bie einförmig geba^^te 
gunftion fx,y^ im SlBgeraeinen jwei »etfc^iebene formen an, 
rottet bejuglic^ imd} f^^^^^ unb i^,y,j bejefc^net werben 
mögen, fo bap in -2[f(,,y^^).8xr]-dr.dy.dz, jiatt f(r,y,z)-8xr 

^<^^^ ^(r.y.z)Mf ^<»I»> C,«)-9< gefeftt werben muf, - 
in fo ferne ju jebem SBert^ t)on r, jwei SBert^e t)ott x ge* 
l^ören, fo bap ieber S93ert^ t)on r jweimal genommen werben 
mu#, einmal flatt beö fleinerea ä&ert^ed )oon x, unb bann not^ 
emmal fiatt beö größeren äBert^ed \>on x, ))oraudgefe^t, baf 
ieber btefer SBertl^e ben gegebenen ©renjbebingungen no<$ ge^ 
nögt. ®en&gt nur nodd einer ber beiben 993ert^e "oon x, ben 
OfenibebingMiigen, fo ifi naturlid^ aud^ r nur einmal ju nehmen, 
itnb iaiu biejenige ber beiben formen )>on f(r^^)«dx,, weld^e 
bem nod^ julafftgen (fleinem ober großem) SBert^ \)on x, ent^ 
fpric^t. — 3)abei fönnen bie burd^ x] unb x" bejeid^neten 
gormen, für öerfil&iebene SBertl^e »on r^ mit einanber t)ertaufd&t 
tDerben müjfen, ba eine unb biefelbe gorm t)on Xr, für 
einen SBertl^ t)on r, ben II ein cm, für einen anbem SBert^ 
t>on r «ber, ben größern ber beiben SBertj^ t)on x, liefern 
fdnn, fo taß för btefen le^teren Sßertl^ iDon r, bann bie anbere 
gorm flatt x[ genommen werben muß, wemt man bie }u bem 

11* 
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fleinetn aSett^ t>on x, fle^otige gotm, ie{|t toterer l^^abentoUI. 
— SlUed genau fo, tote n)it folc^ed tn im Seifpielen in beiden 
»or^etge^enben Hebungen namentlich aber im %. 6. Tlar nac^ge^ 
totefen ^aben. 

9?a4^ bet neuen gorm bec ©renjbebingunflen 

y'+z*<pxr «nb xr<b, 

entfdj^eibet e« ftc^i bann, wie t)iele breifacbe Sntegrale jeftt baju 
geboten, um bie ^ebad^te @umme 2, aud}ubruden. 

$. 32\ 
gälten tt)it g. S. stt>ifc|>en x unb r bie ©leid^ung 

ein, fo baf 

r 



2) x, = ipiVr»~y»-z^ unb 3) 9x,= _^^ 

± Vr*— y*-~z* 

n>ftb. — gfit X = ip et^alt bann r feinen SWinimunuSBert^ 
unb biefer ifi =+Vy^+z\ in fo ferne bie ©leid^ung 1.) 
fe^en lä^t, ba^ man r b(o0 p^^ib> (ober 3tnVi) nehmen batf. 
3fl b<:{p, fo nehmen bie Sßertl^e wn r b(od ab, unb fom^ 
men ni($t einmal bid gu bem ÜRinimumwert^ ^in; ifl aber 
b>iP/ f^ wad&fen bie SBert^e oon r, tt>ieber, fo wie bie 
»adfifenb gebac()tcn SBertbe t)on x, >{p »erben. 3m (entern 
gan muf baber ieber SBertl^ von r boppett genommen »erben, 
fo lange nod^ ben öor^anbenen Sebingungen genügt tfi, einmal 

für x<ip, 9x,=:8x: = -^^=^== unb ky^^f,,^,,,) 

unb ba« anbere 9»al für x>|p, Sx, = 9x^ = 

unb fx,y^ = f^,y ^j. 

@ummiren wir t>af)tx juerfl fär fon^ante SBertl^e t)on y 
unb z unb für alle ffiert^e »on r, fo muf man fogleid^ toieber 
unterf (Reiben, einmal ob b<ip unb bann ob b>{p i% 



+l/rr:y«-.z* 
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(grfiev galL 3fi b<ip, fo ftnDet ft* foflleid^ 

= r^^'V r»^^^ ( /-•f..__I_.dr).dyVdz, 

«/~V/(pb)\«/-l/(pb-z»)\t/ra -|-]/r«— y»— z» / / 

n>enn 

4) +Vi\fWTrT^==r, 

gefeftt wirb. 

e« ge^t ttÄmli* bie »eWnflung y'+z*<px jefttübctm 



6) y»+z*^ip^-pl/r«~y»-z* ; 

unb bic anbete Sebmgung x<b wirb jeftt biefe, ndmlic^i 



7) |p-Kr«~y*-z*<b b. ^. +l/r»~y*~z»>ip-b. 

CXuabrirt man bie S3eblnflung 6.), nad&bem p*Kr*—y*--z* gut* 
gfttfen, y'+z* bagegcn auf bie redete Seite Qcbxaift xft, — 
aWitt man bann auf beiben Seiten p*(y^+z^) «nb jiel^t man 
sule^t n)iebet bie Duabratwuqel au6, — fo erhält man, ba 
aSe« po^io ifl, fiatt bet 6.) biefe, n&mli^ 

8) r^ip+l(y»+z^) b. ^. r^r., 

toä^tenb bie 93ebingung 7.) äbergel^t, weil ebenfaOd alled pofttit) 
ijl, in 



9) r>+l/ap-br+y»+z* b. \). r^u, 

fo baf man fogleicfi etfennt, bafi bie SBett^e ))on r, t>on r^ an 
6i« )u r, l^in, flehen *)• 



*) 3Watt l^at jtoar aud^ noc^i bie ©ebinguitö, baß y'r'-y'-z* nie 
imaflinär »erben barf, bofi alfo r^ + j/yH? i|i; allem biefe S3ebmöttttö 
ijt gttdleidil mit ber 9.) erfüllt, alfc nid^t ta>eiter |u erta>&4neti. 
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Uiib ia r, bell SktOf Fi nie äberßetgen batf, fo gtebt tote 
b. ^. y*+z*<pb 



(nad& S. 4^) bie beiben ©tenswertl^^e — Kpb~z* unb +Vpb— z» 
t)on T, to&^renb btefelbe ®Mäfm^, pb aie ben gr6ften SBert^ 
»on z*, folflfic^ —Vpb unb +ypb al» bie Otenjwert^e wn 
z, baju liefert. — 3>abei b«ben »tr (oben in I.) bie @tenjen 
^ed 3ntegra(0 na^f r, mit einanber t>ertaufd^t, um im Sludbmd 
bed (SIemented bie Duabrotmurjel pofttit) nehmen ju fonnen. 

3«>eitet gall. — 3P b>iP wnb nehmen tt>ir juerfi 
bie abne^menben SBctt^e "oon r, xodä)t ju x<|p geboren, 
fo tritt leitete Unftleid&ung an bie ©teile bet jtoeiten Sebingung 
x<b, unb man etbalt ba^et für biefen 2^eil ber Summe 2, 
genau ba9, xoai aui bem ixti^aäfm integral I. toirb, xotnn 
man äberaO |p flott b fe^t, n)obur^ pb unb ±Vpb bejäglic^ 
in |p* unb ±^f, unb r^ in 

10) Fa = +vr+i^ 

übetgel^t. 

2)iefer S^eil ber Summe 2, i^ ba^er audgebrürft bur* 

M., x-Vöün:^ ,p,^ r .^^VdyUz, . 

J -iv\J -V<i9^-^\J u Vr«-y»-z« / / 

»0 r, =ip+y(y»+z') unb r,=+V^H^ ifi. 

@e^en tvit nun }u ben wac^fmben Sett^en von r, ju 
bcnen x>ip fle^ött, fo geljen jeftt Me jwei Sebingungen, 
nÄmllt^ y'+2'<px wnb x<b; übet in 



11) y>4-z»<lp«+p»'F5=-y._z« 



12) ip+J/r»-y»-z»<b. 
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3)ic 11.) QxtU, wenn man \p^ auf bte linfe Seite brlnflt, 
kann quabrttt, bann p*(y*+z*) auf beiben Seiten abbivt, 
aule^t abet n>iebet; bie ))ofitit)en SButjelu nimmt, ie^t 

13) r^ip+-^(y»+z^) b. l). r^r,. 

2)ie 12.) bagegen gtebt 



14) r<+ycb^ip)»+y«+z^ b. ^. r<r,, 
in fo ferne Qp-hy = (b-^p)» ijl. 

ffletl abet |/r*— y'— z* nie imaginär »erben batf, fo 
^at man auäf noä) bie Sebingung 



15) r^+l/y»+z^ b. \). r>r,, 

welche no(^ betödfid^tigt werben muf. — Unb ba biefe (entere 
93ebingung 15.) mit ber 13.) in ben Äampf tritt, fo muß man 
junad^ji bie SBert^e ±y* tjon y, fud&en, für welche r, = r, 
iDirb, unb welche alfo gefunben werben aud ber @Iei(^ung 

lp+y(y'"+z') = +i/ir+^5 

biefe liefert 

16) y'^+z* = ip» ober y' = +V\p^^. 

©0 lange nun y*>y'^ tft, fo lange iji r,>r3-, unb bie 
(grfänung ber S3ebingung 13.) jie^t bann bie Erfüllung ber 15.) 
aU eine not^wenbige ^olge nad) ^6), unb ed ifl ba^er bann 
bie 13.) allein gu erfüllen., ©o lange aber y*<:y'^ ift, fo 
lange ifl ri<:r8, unb man mup nun bie Sebingung 15.) 
allein erfüllen, um bie 13.) bereite mit erfüllt }u l^aben. 

©0 lange alfo bie SBertl^e »on y, tjon — y' an bid ju ^ 
+y' l^in gelten, folgtic^i y'<y'^ ifl, — f o lange geben bie 
aSert^e von r, »on r, an bid ju r, ^in; unb bie ©leid^ung 
16.) liefert bann ip* al« ben größten SBert^ von z*, baju, fp 
baf eben fo lange bie SBert^e von z, von — ^p anfangen unb 
mit +^p aufboren. 3)aburd& fonbert fic^; ein weiterer 3;^eil ber 
©umme S, ab, welcher audgebrücft ift burc^ bad breifad(ie integral 
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»0 r^ avA 4.), r, ou« 10.) irnl) y' mtd 16.) befKmmt. tolrb. 

3jl abet y*>y'*i fo geben Me SBertl^e t)Ott r, »on r, 
an btö jtt r, l^in, unb bie ®(eid^ung r« = r, giebt tDteber 
ben größten ffiert^ y"*, ben y* erreidjen fann, nhwSx^ 
17) y" = +l/p;Zii"^ 

fo baf -y" bet fleinjie, unb +y" ber grofite SBert^ tjl, ben 
y mAiivx fann; tt>%enb bie 17.) nocf^ fe^en Uft, ba$ pb 
bet aUetgrofte äBert^ ifl, ben z^ erteici^en fann. 2)ie ©renjen 
— y' unb +y' ejrfjHren aber {naii 16.) nur fo lange aI6 z 
jn>if4)en — |p unb 4-ip Hegt; fo »le bal^er z* jwif^en |p» 
unb pb Hegt, fo ge^en bie SBert^e öon y, tjon — y" m bi6 ju 
+y" l^in*)5 fo lange aber z* gwifcben unb jp* liegt, ge^en 
bie SBert^e »on y, »on — y" an bi« ju — y' ^in, unb bann 
»lebet »on +y' an bi« ju +y" l^in. 

e« bilben ^xöi alfo nod^ t)iet abgefonbette arbeite unferer 
@umme 2, ndmlic^ 



^8- 



unb 






a»an finfcet dfo ieftt, wo b>Ap {|i, 
II. 2f.dx.dy.dz = A,+A,+A,+A«. 



I •) Sa b« Sltt«btttÄ für y'* iejt nefloK» Wirt», fo iff notütliiif) tto«^) 

1 immtt y»>y'*, fe»ft für ben aBert^ y = 0. 



S. 32b. ^xittt UeBung. 169 

Slttraetfung. SSSir öberlaffcn c« nun t)cm anfdngev jur 
nußer ji nüftitd&en Hebung in anal^tlfc^en ^tx^lkUvm^tttf alle 
bie kteifa(]&en 3ntefltale l)etjujienen, welche, im goBc fle abWrt 
werten, iebedmal t)ie ©umme ^ Hefern, 

einmal in bem %aUt, baß juerji für fonjiante SDBertl^e Mon 
T unb z, unb für alle SBertl^e "oon y, — l^lerauf biefe (Summen 
wieber für einen lonjianten SBert^ ^on z, unb für alle SBertl^e 
tjon r; — juteftt aber biefe ©itmmen wieber für alle SBertl^e 
»on z, fummirt werben follen; unb 

bann noc^, wenn bie ©ummation auerft nad^ y; hierauf 
nad^ Zf 3ule^t aber nac^ r, fiatt finben foD. 

Unb foDte eö i^m nod) nic^t gelingen, biefe JSiufgaben be^^ 
friebigenb ju ßnbe ju führen, fo woHe berfelbe jutjor noii) bie 
folgenben ißaragraip^en lefen unb bann ju biefen eben ^orge* 
legten Slufgaben gurütffel^ren. 

9Wan fann (iu6) ber Slufgabe be6 §. 31. wieber eine geo^ 
metrifc^e Sebeutung unterlegen. 

3)enft man fic^ namlic^ bie inxä) bie ©lei^ung u« = px 
gegebene Parabel um i^ren ^au))tbur(^meffer OX ^erumgebrel)t, 
fo befc^reibt fie ein Umbre^ung8^5Paraboloib, bejfen DberflÄc^e 
burd^ bie (Sleid&ung yl+z? = px gegeben iji, weld&ed feinen 
©(^eitel in bem Durd&fdbuittdpunft ber brei auf einanber fenf* 
redbt gebac^ten 2lyen OX, OY unb OZ f^at *), feinen 95renn^)unft 
F in OX, redete, t)on um ^f entfernt, wä^renb bie burd^ 
F, fenfrec^t auf OX gelegte Sbene, biefe Umbre^ungdflad&e in 
einem Greife fc^neibet, bejfen 9labiu« =|p ifi, — jebe anbere 
mit i^r ^)arallele red^tö »on um b, entfernte Sbene aber, 



*) SBir benfen mi f^itt jlet« OX unb OY l^otijontal liegenb, uttb 
gtoar X xt^ii im Unenbltci^en, Y ober t^otloävid im Unenblici^en, uatüt^ 
lid^ aber aud^ alle %en jenfetid ebenfalls hii \n'9 Unenblid^e fortgel^enb. 
5Die btitte %e OZ benlen toit unö bann nid^t nur jiet« t>txiilal, fonbern 
aud^ Z oben im Unenblid^en, fo aber bafi OZ nad^ unten ebenfalls itCe 
UneubUdffe vetldttgert geba(^t toirb. 
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einen 3)ut(^f(^nitt«fteie Mlbct, bejfen JRat)lu6 =Vpb mt> ^4p 

iß, ie na($bem b^]p, b. ^. ie nacktem btefe neue (Sbene 

f«n» 1 

I AtÄi ^^^ '^ ^ ^^^ Stemmen wit nun biefe neue ebene aW . 

©tenj^ Sbene be8 ^Jataboloib«, unb fud^en »« bie Woffe be« 
»on t^r abflefc^nittenen Zfjdli biefe« 5ßaraboIoib«, »elc^^er jwU 
fd^en i^t unb bem &ä)tM liegt, unter ber Siotaudfe^ung, 
ba^ bie !Dtd^tigfeit einet jieben but<9 x, y, z gegebenen ©teile 
M, im Snnetn (obet an ber Dberfld*e) bee Äorper«, burc^ 
fx,y,i! oudgebnWt ifl, — fo f)Cit man genau bie Aufgabe be« §.31. 

3n bem fRefuItate I. be« §. 31. giebt bann bie erfle 3nte^ 
gtation (nadb z), bie SKaffe einet mit OZ ))aranelett mate^ 
t teilen Sinie, beten Duetfc^nitt ben 3n^alt dx.dy \)ai, unb 
welche an bet butt^ x unb y gegebenen ©teile auf XOY fent 
rec^t fle^t unb auf beiben ©eiten bid }ut Umbtel^ungd^Dbetfläcbe 
teiti^t — 2)ie aweite 3ntegtation giebt bann bie ©umme bet 
SRaffcn atlet biefet Linien, bie ju einem unb bemfelben x ge^ 
l^oten unb ju allen SBctt^en t?on y, b. l^. bie aRajfe einet 
©dbeibc, »eld^e tjon um x abfiebenb, auf bet $lye OX fent 
ted^t flel)t, bie Ditfc dx l^at unb tingö l^etum bi6 jut Umbte^ 
j^ungÄ^Dbetpc^e teid^t. — 35ie btitte 3ntegtatlon giebt enblic^i 
bie ©umme bet 5Kaffen aDet biefet ©dfieiben, welche t>on an 
bi* jut begtenjenben Sbene neben einanbet liegen unb ben gan^ 
jen ltmbte]^ung«f6t<)et etfößen. 

3n bem SRefultate III. bagegen giebt bie etfie 3ntegtation 
(nad^ x) bie 3Ra{fe einet matetiellen, mit OX pataOelen 
Sinie, U)elc^e t)on ber pataboloibifd^en Umbtel^ung^fldd^e bxi }ut 
begtenjenben Sbene gebt, weld^e ben Duetfcbnitt dydz ^at unb 
ml^t in il^tet ffietlängetung bie Sbene YOZ in bem butdb y 
unb z gegebenen fünfte ttifft. — Die gleite 3ntegtatiott 
(nac^ y) giebt bann bie ©umme bet 5!Raffen aUet biefet ?inten, 
im fie eine »)ataboloibif4)e ©4)eibe etffillen, m^t mit XOY 
VataUel läuft unb \>on leitetet Sbene um ±z abpelzt, babei 
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aber bie 2){(ie dz ^at unb auf beiben Seiten bi« )ur Mmim 
^uttgd^Oberflacbe, auf bet britten @eite aber btd jur begrenjen^ 
ben @bene tcicbt. — iDIc btitte Sntegratfon (natb z) fließt ju^ 
leftt bfe ©umrne ber Waffen aOet: bicfer Qä)ditn, wie fie ben 
ganjen Mtpn erfüllen. 

auf flieicbe Söeife laffen fid) bie JRefuItate IL, IV., V. unb 
VI. beuten: 

SBoQte man ftatt ber ^oorbinate x, lieber bie Entfernung 
FM = r ber ©teOe M, ^om SBrennpunft F, einführen, fo bap 
bie ©teile M bur^) bie brel Äoorbinaten^SBert^e r, y unb z 
gegeben wäre, b. \). ber ?ßunft M aW ber 2)ur^fd(initt6punft 
ber burd& r gegebenen ^ugeJ^Dberfläc^e (weld^e t^ren WlxtUU 
^>unft in F ^at) unb ber beiben, burcb y unb z gegebenen, be** 
}ftglid(^ mit ben ^oorbinaten«^(Sbenen ZOX unb YOX f^araOelen 
Sbenen, — fo miifte man ein Äörper^SIement4)en an M, ba«' 
bur(^ bilben, baf man eine jweite ^gelpcbe mit bem Stabiud 
r+dr befcbrieben fic^ badete unb jwei neue mit ZOX unb YOX 
^wraKele, aber burd(i y+dy unb z+dz gegebene Sbenen. iDer 
3n^alt biefe«, gwifcben biefen fed^d (Sbenen*) liegcnben unenb^ 
lid&fleinen fc^iefwinHigen ?ßarancIopi))ebum8 mü^tc nun junÄcbfl 
Uxt6)mt werben**). SSetracbtet man aber dr afö bie ^ol^^ 
beffelben, fo ifl bie (Srunbfläcbe bad f4;iefe ^Parallelogramm, bejfen 
beibe ©eiten bur^ ben ÜJurcbfc^nitt ber mit r beft^iriebenen 
^geipd^e, mit ben brei um dy unb dz ))on einanber abflel^en^ 
ben, mit einanber unb mit OX iparaDelen Tanten gebilbet werben. 



*) ^u^ t)Xi Sta^tlfL&ü^tntbmtn in biefem unenblt(i^f leinen @tü(f« 
^ tn aU iioei mit einanber ^araHete «nb anf FM fenhet^te Q^benen ange« 
feigen betben. 

**) 3)er 9an;e Jl&t^et n)itb n&m\i^ in lautet fold^e @lemeni(i^en gert^eilt 
gebad^ti bnrc^ J(ttgelflft(|fen, beten fRatitn t>on an um dr hü gum gtBßten 
b+ip ^in toad^fen; — butd^ ebenen, toeld^e üon -Yph an bi* gu +]/pb 
l^in, mit ZOX b<t^<tU<l liegen unb um dy t)on einanbet entfetnt ftnb; — • 
enbli(^ no(^ butd^ unenbli(i^t)ie(e mit YOX paxaUtU nnb nm dz ton einanbet 
entfernte Qbenen. 
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3>{e(e0 \ä)xt^t H^ataHelogtamm auf ixt burdb M fenfted^t auf OX 
flcbadj^te ebene Jjtoiicltt, giebt \>a^Stt^Uä dy.dz; folglii^ tt)trb 
fein Sn^alt gefunben, wenn man ben Sn^alt be6 le^tem burc^ 
ben ^oftnu« bed 9&infe(0 bbibitt, toeld^en bie ^gelfläc^e mit 
bet YOZ ma*t, b. ^. be« SHJinfeW, ben bie auf blefe gW^ 
fenfret^ten ©eraben FM unb FX mit einanbet machen unb biefet 

ÄofinuÄijl. ^ LE!zI!z:?!^, foigii* ifi ber Snijaft bet 

©tunbPÄd^e be« Ä6H)er#eiement6 = . ^' ^* ' unb bet 

Kr'— y*— z* 

3n^a» be« Ä6tper#®ement« felbfi = i> dY>dz>dr ^ mil dr 

Vr*— ry*— z* 
feine ^o^e ifi. Siegt nun biefee (Slementc^en linfd t)on bet 
but* F auf OX fenfrec^t gebatf^ten «bene, fo ijl |p-l/r*-y*— z» 
in fx,y,z Patt X ju fefeen, tt)enn man bie 35i4)tigfeit bejfelben 
^ben wiO; liegt abet bad @lement($en rechte ber gebac^ten 
ebene, fo ifi ^p+Vr*— y*-z« ju fe^en, in fi^y^, warn 
man bie S)i(l(ftigfeit beffelben audgebt&cft fe^en n>ia. Sejeicl^nen 
tt)lt nun butc^i f^.y^^ unb bur* ^,y^^ biefe SJid^tigfeiten, fo 
ftnb bie 3Raffen biefet @Iement(9en beiöglid^f 

f . — , ' dr*dy«dz unb P • — , ^ •dr*dy*dz, 

ie nadbbem ba6 eiementc^en linfd ober tt^i^ bet butcfe ben 
Srenn))unft F, auf OX fenftec^t geba<]^en 6bene liegt. 

3>enft man ^^ nun y unb z fonflant, fo f^at man eine 
mit OX t^ataOele @erabe AB, unb bie Sntfetnungen i^ret @nb^ 
))unfte A unb B ))on F, {inb bamt bie ©tenjen, jmifd^en beneit 
alle SBett^e t)on r liegen, bie allen ^ßunften biefet ©etaben iv^ 
fommen. 

Siegt nun bie ®tenj*ebene be« ^ßataboloib« linf« t>on F 
obetin F felbjl, b. ^. ifi b<:ip obet =|p, fo iff 
BF^ = (iP-l))*+yHz* , (weil B in bet ©tenj^ßbene liegt, 
bie t)on F um ^p-b abfielet), unb bie« BF fei but* r, bc* 
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Scic^net. 2)et ^ßunft A Hegt in in )faxaMoM\^cn Ohvcfli^^, 
imb wenn n>it AF \>mtS) r^ bejeic^nen, fo etgiebt {Ic^ bie @(ei^ 
<$ung föt einen leben folc^en $unft A ber geballten Obet^ 
Päcfie, jwifc^en ben je^iflen Äoorbinaten r,, y, unb Zi beffeU 
ben, wenn man in bet frii^eren ©leitbung y!+z? =px, fiatt 
X feinen fflert^ {p-l/rj-yj~zj fefet. !Diee fü^vt aber ju 
bet Oleidjiunfl 

unb fliebt fut yi = y unb z, = z, fofort 
r, =FA = ip+y(y^+z'). 

2)a« 3nteatal ^ f^' f • — , • dr noi) mit 

dy.dz multi))Iicitt, fliebt alfo bie SRaffe ber materiellen @e# 
taben AB. 2)ie jweite Sntegration na^ y, fliebt bann bie 
SRaffe einer ©t^ieibe, weld^e bie 5)itfe dz ^at, mit YOX pa^* 
raHel lauft unb öon Unterer um iz abflel)t. 35iefe (materielle) 
ebene fc^neibet ba8 ^ßaraboloib in einer ^^^arabel, beren ®Iei* 
*u«8 (jwifc^en x unb yi, ober jwifcf^en r, unb y,) au« ber 
ber %l&6ic l^en^orfle^t, xomn man Z| =z nimmt; bie @UiiS)mQ 
biefer qjarabel ifi alfo 

n^U)eber y] = px— z^ ober j] = p(r|— ^p)— z*. 

!3n ber ©renj^Sbene, »o x = b, ober »o r^ im<fy ber 
bekannten Sigenfd^aft beö S3rennpunfte6 ber ?ßarabel u» = px) 
ben SBert^ ^+iv fö^ x = b ^at, b. f). wo r, =b+ip 
i^, Pnbet jid^ (au« ber einen ober ber anbern ®leic()unfl biefer 



*) IDa ber $ttnft A ein $ttn!t bet tut(|f bie ©teiclfung n* = px gege^ 
benen Umbrelftttn90#$ata^el ijl, fo i^ fein 5lbflanb FA »om ©tenni)unft, 

= 4p+x, ober x= — a' = — (yj+«*); unb bie« jlimmt mit bem im 

Ztftt gefunbenen , t)Ollfommen fibetein. 
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$atabe() bet flehifle unb gtifte ffiettl^ t^n yi, «ämlid^ 
qp l^pb-z* , tmb biee llnt) bfe ©tengwert^e, jwif^en benm 
na^ y integtirt wtx\)m mu^, tt>enn mm Me 3Ra{fe tiefer 

2>ie btttte 3nteßration (na* z) glcbt bann bie ^urnrnt 
bec SWaffcn aflet, btcfet, mit YOX paxaü^kn ©c^ielben wn bet 
«ntetfien an bf6 jut obciften ^in, vodäft kitcxcn »on YOX um 
Vpb entfernt ftnb, fo bafi blefe leßte Integration gwifc()en ben 
Orenjen — Vpb unb +Vpb gemacht mrben muf, ti>entt 
man bie SWaffe bed Umbre^unfl6^5ßaraboIoib« ^aben ti>iB. — 
3)ie0 giebt aber genau n^ieber baö diefultat I. bed ))orf}e^enben 
^aragrapl^en. 

2)enft man ^d) aber b>|p gegeben, fo baf bie ®ren)^ 
(Sbene rechte »on F liegt, fo gert^eilt man benÄör^jer »or allen 
Dingen mittetfi einer burd^ F auf OX fenfrec^t gebadeten @bene, 
in gwei ZljciU unb finbet bie ÜRaffe bed 2:^eil« jur Sinfen, ge;* 
nau auf bem SQBege, ber fo eben bef(j^rieben worben, nur baf 
man ^p jiatt b feftt^ njobur^ Vpb in ±|p übergebt. 9Raii 
finbet bann für bie SKaffe biefe« 2:beil6 unfereS jeftigen Äor^)erd 
ba« breifad&e 3ntegral A,.) im t)orjie]^enben ^ßaragrapl^en. 

S)er Äötpevtl^eil jur SRecbten "oon F, wirb ^on jvoei )faxaU 
telen Äreie^^Sbenen begrenjt, beren SRabien bejüglidji ^p unb 
l^ (>7P) fl«t>5 außerbem aber »on ber <)araboloibifc^ett 
Dberfldc^e. 3)ie oben erwähnte, burc^i y unb z gegebene @e* 
rabe AB fio^t an beibe ©reng^ebenen an, fo lange fle ftdb in 
bem über ben Keinem ber beiben Äreife Nfc^riebenen ßi?Iinbet 
befinbet, beffen «ye OX ifi. m ifi bann FA = |/y^+i^ = r, 

unb FB = VTb-'iP)'+y'+z^ = r^. — 2)te butc^ z gegc* 
bene mit YOX ^)aranele ebene f($neibet biefe e^Iinberfia^e in 
gwei geraben ßlnien, beren Slbfianb ±y' »on ber @bene ZOX, 
inxä) bie ©leid^ung z^+y'* = ^Jp* gegeben ifi, — 3)ie SlHaffe 
biefee (S^Unber^ finbet ficb alfo ol^ne äSeitere« burcib breifad&e 
SntegratioH, unb man finbet bafür genau ben Slu^brurf A2.) 
be8 »orjie^enben $aragva^)^en. 
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3>ettft man fiHi nun )tKi wn YOX um 4p entfernte unb 
mit if)x paxaUtU Svenen E, unb E,^ ml0)t Un eben geballten 
evUnbet betäl^ten, fo fc^neiben biefe oben unb unten jwei @tä(fe 
imfered ^öt)}er0 aud, in ml(S)tn bie cbgebad(ite, burc^ y unb z 
fitgebene ©etabe AB, mit A an bie ))atabo(oibifd(^e ObetflAd^e 
ftoft, mit B aber an bie ®ten}«@bene, fo ba^ FA^r. unb 
FE = r-j iji. Oben ifi ^p bet Heinjie, unten — ^p bet gtöfte 
SBertb tjon z; oben iji +Vfb ber größte, unten ifl bagegen 
^ 1/pb ber fleinfie 933evt^ t)on z. — 3u jebem SBert^ von z 
•gelten bie y in ber ©tenj^^Sbene »on — Vpb— z^ bi6 gu 
+l/pb^z* unb bilben ben wettefien 9taum jwifctien fidji. — 
Die aWaffen biefer beiben Zt)üU ergeben ftd^ bal&er o^ne SBei*^ 
teced; man finbet aber auf biefem SBege für fie genau bie beiben 
breifa^en 3ntegrale in A,.) be^ vorfie^enben ^Paragraphen. 

3wifctien ben ebenen E, unb E,, jwif^en ber S^Iinber^ 
fiaä)^ unb ber paraboloibifcben liegen ieftt noc^ jwei Si^eile un^ 
feree Äorper«, in benen z \)on — jp bi6 ju +Jp ge^t (b. \). 
in benen bie burc^ z gegebene @bene, "oon E, an bid ju Ej 
^in Hegen lann), wÄbrenb in bem einen J^eil, y, tjon y' an 
bid JU y" ^In, in bem rütfwfirt^ gelegenen S^eil bagegen, t)on 
— y" an bi« gu y' l^in gebt, wa^renb ebenfaH« FA = r^ unb 
FB = r^ ifi. — !Die Tla^im biefer legten beiben 2;^eile be« 
Körper« finben fiel? ba^er genau fo wie fte A*) im ^Paragraphen 
auebrudt. 

So finbet fid^ alfo au« bem rein geometvifc^en ©tanbpunfte 
bie SlHaffe be6 ganjen Äörper« genau fo, wit ftc in IL bed ^Jßa^ 
tagtap^en audb ))on bem rein analptif^en @tanbpunfte au$ ge^ 
funben worben ift. 

5)enft man ficb juerfi fonjiante SBert^e t>on r unb z, b. 1^. 
eine befiimmte ^ugeipc^e unb eine beftimmte, mit YOX paral^ 
lele Sbene, fo bat man einen befiimmten Ärei« al8 !Dur^fdbnitt 
biefer beiben glacbeu, bejfen tjerfd^ietenen fünfte ftc^ burcb bie 
t)erfcbiebenen SBert^e »on y, t)on einanber unterf^eiben. ©um* 
mirt man alfo guerft bie aKaffen^eiementdben in biefem Ärei«^ 
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bogen, fo befommt man bie ÜRaffe M le^tent (materiell qc^ 
bai^ten). — ©ummirt man bann na<fy r, fax einen unb ben^ 
felben SSSertl^ t)on z, fo befommt man bie @umme ber 9)?affen 
aller ber Äreiöboflen, welche au« bem JDur^d^fd^mtt ber »erfd^ie* 
benen Äugeln, mit berfelben ©bene entjiefeen, b. ^. bie Tlaffc 
einer mit YOX ^)aranelen unb burcij; z gegebenen ©(treibe, tod^t 
bie !E)i(fe dz ^at. — ©ummirt man aber ftatt na^ r, lieber 
guerji nadji z, für einen unb benfetben aßertl^ ^on r, fo befommt 
man bie ©umme ber aWaffen aller biefer (materiellen) Äreiöboflen 
in ber burd^ r gegebenen Äugelpd&e, fo weit jie al« 2)urc^^ 
fd&nitte berfelben mit ben fidb «t^t* einanber lagemben Sbenen, 
tt)el(^e bur(5 bie ^erf^iebenen SHJert^e t?on z, gegeben ftnb, eylfiirett. 

3m erfiem gaU giebt bie (britte) ©ummation nadb z, bie 
SWajfe be« ganjen Ä6r))er8 al« bie ©umme ber SRaJfen aller 
mit XOY ^)arallelen ©(Reiben; im anbern gaU giebt bie (britte) 
©ummation na6) r, bie ©umme ber SWajfen aUer biefer (mo^ 
teriellen) Äugelflac^en (unb 3;i^eile berfelben) voie jle ben ganjen 
Ä6r^)er erfüllen. 

Wtan begreift aber, baß man in beiben leßterwä^nten gällen, 
ben Äor^er felbft gwjetf mäßig in foldb^ S^^eile jerlegt benfen 
möffe , bie [x6) imtt) breifa(!be Sntegration be« Ä6r^)er^(Slemente« 
gerabe auffüllen lajfen. — SKan mn^ g. 95. linfö ber burc^i ben 
a3rennvunlt F, auf OX fenfred^t gebadeten Sbene E, eine ^alb* 
fugel jtc^ benfen au» F aW SWittel<)unft unb mit bem 9labiu6 
ip befc^rieben, welctie ben Äorper in berührt. 9?edbt6 ber^ 
felben Gbene muf man fttb bagegen au« F al« 5D?ittelpunft unb 
mit bem SRabiu« jp eine ^albfugel befc^rieben benfen, welche 
entweber über bie @renj>Sbene nodb tec^t« binau«ragt (wenn 
b>:|p aber <:fp ifi), fo baß innerl^alb unfer« Ä6r^>erÄ nur 
eine 3^"^ berfelben liegt, — ober welche ganj im Äorper liegt 
(wenn b>|p). — Da^er muß man fofort jtoei ^au^)tfdlle ^on 
einanber unterfctieiben, ndmllc^ , 

1) wenn b<|p unb 

2) wenn b > ^p 



1 
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tfl; unb im festem gaU muffen iann xokUx jtüei llnterfäae ))on 
etnant)et: untetfc^ieten toetben, n&mlid^ 

2. cf) tt)eun b>|p ober b<|p ift, unt 
2.ß) wenn b>|p ffi, 
3fl b<:ip, fo bleibt "oon bet .^albfugel jur ?infen nur ein 
(Segment innerhalb unfere Ä6r^)er«, bejfen SKajfe nun juerfi ge^^ 
funben »erben mup. Da6 übrifle ringö l^erum liegenbe ©tutf 
fcc6 Äor^erd mup bann, je nacbbem man nadb r juerji, ober 
juerji na^ z integriren will (naci^bem ju aOererji nac^i y inte^ 
fltirt tt)orben ift) voieberum jietfe^mal erfi in foldbe ©tiirfe jerlegt 
gebadbt werben, bie fxä) inxäf breifad&e 3ntegration au^föKen. 

3jl b>^p, — fo muf man juerji bie a)iaffe be6 linW 
^on F, liegenben 3:^e.itö be6 Ä6rj)erö au6brurfen, wie furj t?or# 
l^cr bef^rieben jie^t. — 3ft bann b<|p, fo fommt bie JRei^e 
gunAdbß an bie red^td liegenbe ^ugeljone, bie jieboc^ felbfi wie# 
ber in eine ^albfugel, beren SRabiuö b — {p ift, unb in ben 
9iefi, iCvU^i werben muß; bann an ben linfe l^erum um bie 
Äugeljone liegenben 9teft be6 Äorper^, welcher aber wieber jer^ 
legt gebac^t werben muß, im6) Sbenen bie mit YOZ paraOe! 
fo gelegt werten, baß fie beibeÄreife ber Ä'ugeljone (»on benen 
ber größte ben 3?abiuö :Jp, ber Heinere aber ben Statin^ 
V^p*— (b~^p)^ l)at) berühren, unb in bem einen gaU auc^ 
bur^ Ebenen, bie ben aud F, in ber @bene E mit bem diatiud 
b— iP/ befdbriebenen Ärei6 berühren. 

3ii enblic^ b>|p, fo wirb juerji bie SWajfe ber ganjen 
^albfugel jur ^^<t)Un unb bann noc^i bie aWajfe bee übrig blei^^ 
benben, unb nod^ weiter jwerfmdßig ju jerlegenben Sj)eiW bed 
Mtptx^, audgebrüdt. 

2Bir überlajfen e« bem Slnfdnger, biefe Unterfuc^ung ju 

beenbigen unb bie SRefultate mit ben, nadb bem Slnfange biefer 

Slnmerfung auf rein anal^tifctiem SBege ju jinbenben, ju t)er* 

gleichen; unb t^un bie« um fo lieber, al« wir in ben folgenben 

^aragra<)l^en analoge gragen t>ollftdnbig beantwortet t>orlegen 

wollen. 

12 



178 3>r{He \Hhm^. $. 33. 

8. 33. 

güt)tt man jiatt x mX> y gwei neue SSetanbetlic^e ein, 
nSmli* r unb qp, mfttelfl ter ©leic^unflcn 

1) x = Gr,4. wn<> 2) y = H,,^, 
wo Gr,<^ unt Hr,<^ jwel beliebifle gunftionen »on r unb 9 
))ov{teaen, fo tft (naif §. 14.) 

3) dx-dy = (9Gr«ÖH4,-9G^.9Hr)-dnd9? , 

wo ber 9lu0bcu(f tut 9{e((ttn )>of{tto genommen werben mu$, 
wie ba6 $tobuft dx«dy gut Sinfen, e6, bei* 93orau6fe$ung ffu 
folge, aOemal iß; unb man ec^ilt ba^er nun 

4) :Jf.dx*dytdz = -^(8Gr-ÖH^-96^.8Hr)-f(r,t,.)-dr*dy.dz*), 

wo f(r,<^,z) ba6 bebeutet, wa6 au6 fx,y^ l^eiDorge^t, wenn in 
leitetet gunftion, flatt x unb y, i^te Sßett^e (au6 1. unb 2.) 
gefegt werben, unb wo f(r,^^) mit ben Sunttionen 6 unb H 
anüf jwei^ ober me^rbeuttg geworben fein fann. 
9{{mmt man j. ©. ^ 
4) (X— |p)'+y*+z* =r* unb 5) x—\ip = T'Cosg>, 
fo wirb 

6) X = \p+r»Cosq> =* 0,,^, 
unb 

7) y = itKr».(5my)«-z» = Hr,^., 

unb f(r,.^,x) mit H guglei^ jweibeutlg. — 3Die ©leid^ung 6.) 
U$t fe^, ba$ man aBe teeQen ^al^Un fftr x er^Alt, wenn 
man q> jwifd^en unb ^, bagegen r Mo* pofitit) ober 9ivJi 
nimmt, wÄ^renb bie ©leid^ung 7.) aUt reeHen Sffiertf^e föt y 
bagu liefert. 9ßan barf alfo nid^^t auc^f nod^ r negotit), unb 



*) 3ff 8G^*dH^-d6^«dH, negatü), fo muf ondji dr*dy negaib 

gebadj^t »etben, alfo dr jj^g^^jj^^ aber ätp bomi {^0^^**}' ***^" *^'^y 
(am 3.), na^ unferev ein ffit aUemal gemachten Unttal^ine (nadj^ JBH\ifn 
dx, dy unb dx ^et0 ))ofltb gebadf^t fein foUen), fitH ^ofiüt) toerben MUtfl. 
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eben fo n>en{g q> übet n ^inaud nehmen, n)eil man fonft bie 
äBettl^e ))on x unb t)on y me^reremole befommen n)ittbe. 
SJtan ^at nun 

^' *^ ±]/r«.SOTg)»-z« 

/ ^ ±l/r».Ä/i9)«-z» 

9) 8G,.9H^-9G*.9H, = — Z'"^""'" 

3u iebem SBert^ »on r gehören aber jwel SBert^e »oit y; 
folglich muf iebet SSettl^ von r, toppelt genommen wetten unb 
*od einemal muf in f^..^^) bie negatise SBurjel — Vr'.SJhy'-z», 
ta« anberemal aber bie ^)oj!tii5e SBurjel -|-Vr'«Si/i(p»— z» 
gefegt »erben. 3>iefe beiben gormen »on f(r,<;.^), »ollen »jr 
bti&iüä) bur4> f» unb f bqeii^nen. Unb ba fiatt 

8G,.9H^-8G^.8H, jiete . ,/''f"'^^ gefc^rleben »er* 

ben famt, in fo ferne man dr obet dq> entfVrectienb ^ojitb obet 
negatb benfen muf, fo ent^dlt bie @umme 2, immer je jwei 
<S(emente, totlä)t in ben Sluöbrud 

(P+P').--^^^dr.d9>.dz, 

ben tt)ir, ber Äurje megen, 

imd) Fr,^,.«dr«d9P-dz 
bejeiclinen woDen, — vereinigt werben fonnen. 

SBerben nun in ben geflebenen ®renjbebingunflen 

y'+z*<px unb x<b, 

jiatt X unb y biefelben äBert^e {a\x^ 4. unb 5.) fubfiituirt, fo 
ge^en fie Aber in 

8) r»<Sm9))*<|p*+pr.Co*g? unb 9) |p+r*Co*y<b. 

12* 
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ba X t)cn SBert^ b eKteic^en fann, fo fönncn z« unb r^-Si/iqp* 
ben SQSctt^ pb cmlt^en, abet nie fiberjicigcn, fo ba§ nod^ feji:^ 
{Uralten finb bie Sebingungen 

10) T*Sin(p^±z, wo ±z fiet6 pofttb fein muf unb 
z* <pb, alfo baf pb ber gvopte SBett^ ifi, bcn z* meieren fann. 

©ubtva^ltt man bie Ungleichung 8.) »on r*, fo erhalt man 

ober _ _ 

r*.(Co*g))«+pr.Co^5P+ip^>r* b. ^. (hP+^'^^osipy^r^ -y 

b. 1^., »eil ^p+r-Co^qp (=x), um fo me^t alfo ^f-\-T*Cosq>, 
flet« poflti^ ifl, (na* 8. 6^) 

11) rlp+r-Co^qp^r, ober r^j-^ 

ober ^os(p^i-^, 

inbem man bie eine ober bie anbere gorm biefer Ungteid&ung 
nel^men wirb, je nat&bem man juerfi nac^ r, ober juerft nac^i 
(p fummiren n)ia. 

@ummirt man alfo }uerfl nadd r, bannnad^ g>, unb )ule^t 
naif z, — fo ^at man bie ©ebingungen 8. (ober 11.) unb 9. 
in ber nac^jie^enben gorm ju erfüllen, namlic^ 

.=_iP_ 
t—Cosq) 



-Cosq>' 



11) r<:^ 



unb 



12) ^<~C67^' ^^ ^^"^^ ^^^^ *^^^^^ *^' 



aber 



.-JniP 



13) r^-y , ^'^ , fo lange Co^y negativ tfl. 

Sluferbem ifl not^ bie »ebingung 10.), namlicj^ 

__ -1-2 

10) ^> ä' — ' ^^ ^^ ^^*^ ^^^^*^ ^^^" "^"^' *^ 

erfüllen. 
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A. 3ii nun b-^p neflatb oUx 9M, \>.f). b<ip, — 
fc ifi Cojqp nfe ^)ojltto, »eil fon^ bie Sebinflung 12.) emtväte, 
^>tefe akt r negatb geben »ürte^ tt)a6 nie ber gall fein fann, 
(Sß ftnben alfo ieftt nur bie Sebingunflen 11.), 13.) u. 10.) fiatt. 

@e^t man nun 

fo jinb bie Sebinflungen IL), 13.) unb 10.) jefet fo ju fc^teiben, 
nämlic^ 

11) r<r,, 13) r>r, unb 10) r^r,. 

3>al&et ip ri unbejiritten bev gtoflte SäJert^ \>on r; bagegen wirb 
Fi obet Fs bet fleinjie fEitxtl) t)on r fein, je nad(>bem r^^rj 

obev r,<:r,, b. ^. je nac^bem -^^< ober :>^ ift, 

unb bieö ^angt t)on ben tjetfc^iebenen SBert^en t)on 9 ab. — 
Seftimmt man' namlicti 9)" au« ber @lei(^ung r^ = tg , b. f). aud 

wo ±z fiet« ^jofltit) genommen werben mufi, — fo wirb für 
g»>q>*', allemal T^<:T^y ba^er ifi jefet Ts ber fleinjie SBert^ 
von r, weil auö r^rj aud& r^r^ jugleid^ mit ^eivorgel^t. 
3jl aber (p<:q>**, fo iji allemal r^:>r^ unb bafjer ifi bann r, 
ber fteinpe SfiSert^ t)on r. 

gür je^en aSert^ t)on y, >^**i fl^^t <ilfo r, t)on v^ an 
bi« ju r, ^in; für jeben SQBert^ t)on qp bagegen, welker <y" 
ip, ge^t r, ^on Tj an bi* ju r^ l)in. SBeil aber im erflern 
gaK, wo g?>g?" ifi, boc!^ immer rg^rj bleiben muß, fo 
giebt bie ©leid^ung Fj =ri ben größten SBevt^ y» t^on <jp, 
fo bafi man ^i erhält aw^ ber ©teid&ung 

18) Cos^.-P^^ obet 7'^9. = ,-^, 
WO ±pz jietö pofltit? genommen weiben mup. — 3m anbern 



%aU, »0 qxzq)^' Ift, imtf i^ inmiet r,^r, Udbcn, fo 
baf bie @(d<l^iin9 r, = r. bot ndn^m fßaSfy g>' )>eit ^, 
licfctt, n&mlic^ 

19) Cos^ = -i^> 0.« Tg9' = ^. 

SSä^renb alfo r, t)on r, an bi« jit r, l^fat scl^, f^rrilct 
g>, "om q>' an bie in g>" fort; todl ab« bo<^ immer q>'^q>", 

b. I>. Tgv'^Tgr *• l>. ^^^n^T^ *• l>. (»eil 

b— :Jp neflatit) ifl, iia<lö f. 4^) +Vpb>dbz fein imb Mei^ 
ben rnn^, fo folgt, ba$ bie 9Bnt^ t)im x, gletc^jritig i^m 
— Vpb bie Sit +Vpb ^in gd^en. 

Sßä^tenb abet r, )>on r, an bi« )u Fi bin fl^^t, fcbteüet 
q>, wn <p" an bie ju 7, ,^in fort; unb toeil bo$ immer 

9"^y,, fllfo TgV'^Tgg,,, b. ^. ^=_±^, 
alfo au^ -r — j — <: 2 i i ^^ ^* bleiben muf, biefe 

D — ^p Z —4P 

Ungleichung aber z'^pb liefert, fo liegen anc^ le^t aOe iw~ 
gehörigen SBert^e von z, gwifc^en, — l^pb unb +Vpb. 

aSir mfiffen aber nun aut^ no(l(^ bie beiben formen wn q>^ 
(au« 18.)f 9>" (äu6 17.) unb wn r, (aue i6.), t>on einanber 
unterfcbeiben, unb n>ir looDen 

y-ir »-" unb r^8 f^reiben, wnn ä rtegatit), 
bagegen g>^i, gr^" unb r+3 baför feigen, wenn z »jofiti» i^ 
fo baf 

•— Z 

unb ^-3 = ^^, toenn z negatit), 
aber 
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unb r^ = -^^ , wenn z ))ofttit> tp , 

genommen n>itb *). 

^an findet ba^ nun 

»ennnut b^ip iji, unb F = (P+P'). ,i^^^_, .**) 

@d iß aber einleu^tenb, baf biefelbe gotmel aud^ nod^ gilt, 
wenn b = |p ifl} e6 wirb bann +i/(pb) = ip} fetnet 
(au« 19., 20. unb 21.) q>* = q>-" = ?)+" = \n\ tt>e«^alb 



dtcidjl fittb, ta>irb aUemal 

9> = 9^ unb r_3 = r, 
toerbcn. Sßeil aBer ba^ „Stedjineit'' ßetd mit formen 'unb nid^t mit SBet« 
il^en ^att flnbet, fo mftffen bie Sotmen cMn beti^^df^tigt toetben. 

•*) IDie ©ertijfe ifr'\ v»"*"", ^_i, y^i unb y' liegen äße im 
))oeiten Duabranten. Scieid^net man ballet, loie ie(^t getodl^nlid^ i^, bntdji 

Arcig.v, bctt fletnflett, im crften Duabtanteu liegenben unb {jj^^^i^uf 

^^. ^, , .^^ . c} ,. ^ .«^, =. 

toitb, fo f^ai man 

unb 9' = 3t-fitrc<^* T ' __? ; wo jeber Ärctg. negatib ifl. 
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bann bte betben etilem btelfat^en integrale ben SBett^ oime^ 
men b. ^. wegfallen. 

B. 3fi b-iP »)ofttb, alfo b>ip, fo »nnen, o^nc 
baf ben Sebingungen 10.-13. n>ibetf))to4en roiti, bie aßert^e 
t>on 9> im }tt>eiten unb auc^f im etflen CXuabranten liegen, unb 
man muf ))or SlOem biefe beiben (Gattungen t)on äBert^en "oon 
q> t)on einanber untevft^eiben. 

©0 lange q> t)im ^n an w&t^fi, alfo Co^y negatit) tfl, 
bef(^t5nlt bie Sebingung 13.) bie SQSert^e t)on qp gar nic^t, 
weil ite fiet6 erfultt ip, auci^ wenn q> bi6 n fortfcbteitcn foDte. 
@d bleiben alfo ie^t nur noc^ bie 93ebingungen 11.) tmb 10.) 
ju erfüllen, [o baß jeftt »ieberum r, (a«e 14.) ber obere ©renj^^ 
wert^ t)on r iji, bagegen r_3 ober r+j (au« 20. unb 21.) bct 
untere, ie na($bem z negativ) ober vofltit) genommen ifi. 

Der größte SSJert^ g?, t>on (p, ge^t wieber au8 ber @tet^ 
c^ung Tj = r, ^ert^or, unb ifi ba^er wieber genau ber (in 18.) 
bereit« gefunbene unb in 20.) unb 21.) al« qp_i unb y+i 
na^er befiimmte. 

Die Sebingungen, baß 

|7r<9)_i unb y^<9>+i 

fein unb bleiben muß, führen, wenn mm bie Äoflmiffe nimmt, 
JU ben Ungleichungen 

> Cos q>^i unb > Cos q)+i 

b. ^. jur Ungleichung 

0^z^-ip% b. 6. z^<ip^ 

unb geben bie ©renjwert^e —^p unb -l-^p t»on z. 

6« fonbert jic^ ba^er t)on unferer ©umme 2, ein iE^eil 
ab, welcher au«gebräcft ijl burc^ 



I 
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utib feted ifl genau bad, xoM au« bem StefuUat I. juv Siedeten 
tDitjö, fobalt man jlci^ b = |p tenft*). 

kommen tplt nun ju t)en SBert^en t)on y, weldj^e <:|7i: 
flnb unb für »elc^c Cojqp »ofttte ifi, — fp finb nun bie 99e*^ 
tingimgen 

11) r^r,, 12) r^r, unb 10) r^r, 
glei^jeitifl ju etfütfen, fo baf 

r, al6 ber größte unb r3 al6 ber fleinfie SBert^ t)on r, 

JU nehmen ifi, [o lange r,<:r„ b. ^. j-^<:^ ifi, 

weit bann r<r, <:r2 jugleic^i ifi; bagegen ijl 

Ta bet grofte unb r, ber fleinfie SSJert^ tjon r, 

folattfle r.>r,, b. ^. ^-^ > -^-i£- ifi, t,di tfl„„ 

gleic^jeitig r<r-,<:r, ifi. 2)ie ®Ieid&ung ra=r, b. 1^. 
bie ©leic^ung 19.)* liefert bie ®renje q>' biefer SBcrt^e t)on qp 
(welcher SBert^ q)' aber ie§t im erjien Ciuabranten liegt), fo 

baß für $^9>S aKemal ri^r, tt)irb. 

®o lange alfo <p, t)on qp' bi6 ju ^rt l)ln ge^t, fo lange 
gel)en bie SBert^e t)on r, ^on r^ an bid ju r, l^in; fo tt)ic 
aber qcxrqp' genommen tt)irb, fo ge^en bie aBertt)e \)on r, t?on 
Tjj an bi« ju r-, ftin. 2)en aUerfleinfien SBert^ y" t)on 9, 
erhalt man, ba jietö rg^r^ -bleiben muß, au6 ber (Sfeid&ung 
'2 = ^3 , b. 1^. au« ber Oleic^ung 17.) ober »ielme^r au« ben 
©leicbungen 20.) unb 21.), wa^renb aber jefct au* 9" fiet« 
im erfien Duabranten liegt. 

Die S3ebingung, baß bie untere ©renje q>* bie obere ©renje 



♦) Slud^ l^icr Iji toiebcr 

9-1 =n+Arc ig. ^^ Uttb (f^^, = n+Are tg. ~^^ 
uub iebn Arctg, negativ. 
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\7t nie äbetfldgm batf/ alfo Me Dngfeif^ims y ^|»r t^ ^ 
ieben SBett^ ^on z erffiOt. 9?an imt^ alfo, toemt r itoi\^m 
Fs unb r,, uttb y gtoff(^m g>* unb :|w licflt, We @retQtDert^ 
t)on z auft ber Sebingung 10.)/ tt>ie folgt, ^^oleiu 

9Iac{i i^t ifi n&m({(|f ber gröfte Sßett^ t)on :tz, fo (ange 
Fj bcr. größte SBert^ »on r ifl (fut icben be^mmten ®crt^ 

wn q>), offenbar = ri-SÄiy = ip.—^^ = ip.Co/g^^^», 

unb ber anergroßefle für benjenigen ber SBert^e »on q> (bic 
ie^t )n){f<l^en q>^ unb ^nr liegen) fär welchen Coig^fp am großen 
ifl, voa« für ben fleinfien q>' biefer SBert^e t)on 9, bergaU i^; 
man erhält bal^er fär ben groften Sßert^ t)on ±z, ben SSSert^ 
\^*Coig\(p' b. ^. (naclf 19.) ben SBert^ +Vpb. 

@o tt>ie aber bie Sßert^e t)on r, ))on r, an bi« }u r, l^iii 
ge^en, unb bann gletd(i}eitig bie SSertl^e )9on 9), t)on 9)'' an 
bi» ju q>* ^in, giebt bie Sebingung 9)"<g>', b. ^. 

Tgr^Tgq>% b. ^. _||_=-^^^ fogfeid^ 

±z<+Vpb, (na* f-4^, ba ie^t b-|p ^ofitit) tfl). 
3Da]^er ge^en au<lb jeft* bie SBert^e »on z, »on —V^ an bi« 

itt +l^Pb ^itt- 

IDeei^alb iß ber Stefl ber @umme 2^ nod^ au0gebrädt burd^ 

Dal^er ifl nun ^ 

IL :^f.dx*dydz=:B,4-B,, 

wenn nur b>^p iji. 



S. 33. ^tiüf U((img. 187 

& gitt aber aucff bieftf 9lefuttat no<$, tDenn atufi b «= {p 
t^$ ee toitb bamt 9)' == |7ir, fo toaf bie beiden etjim btri> 
fa^en integrale in B,.) ber 9tuU %Ui^ werben; ferner tDtrb 
au(^ qp''=:^7i;«9}'; folglt^ n)erben auc^ bie betben anbern 
brdfa^en Sntegrale in B,., berSluD glei((. !£)ie gan)e@imme 
2 tebuctrt {t($ bann auf B,*^ unb bied ifi baffelbe, toai bie I. 
föc b = ip liefert. 

3n aQen biefen bretfad(ien integralen i^ aber 

fo ba^^ wenn man P" wegläßt, ber Si^eil ber ©umme 2, ^^ 
ergtebt, in welchem jiatt y blo« aDe neg at it>en SBertl^e gefegt 
ftnb; — - wenn man aber P wegldft, ber X\)til ber Summe S, 
audgebrödt fic^ {te^t, in weld^em fiatt y bloS alle ))ofit{ben 
SBertl^e gefeftt »orben ünb *> 

Slnmerf. 1. S3etra($tet man auc^ biefen %aU ani benu 
felben geometrifc^^en @tanb))unft, wie in ber änmerf. ju |. d2\ 
fo giebt ber befiimmte Sßert^ ))on z, eine mit YOX paxaMt 
ebene 5 ber befiimmte SQSert^ t)on q> aber, eine ÄegeipÄdJ^e, beren 
©»)ifte F, unb beren »ye OX ifi, in fo ferne (na^ ber 6.) q> 



•) aße« aber tn B,.) bie SBert^e q>_i tm^.q>^i im iWeiteu Otto« 
tränten liegen^ fo i^, toie in A.) 

unb ieber biefer ilrcf^. ift negati». 

3n B,.) bagegen, too y^^^ (p_^^, qT* * if>^* «nb 9' im er Pen 
Huabranten liegen, ifl, nadj^ ber angenommenen ^ebeutung t)on Ärctg., 

unb .;>' = Xrcl5r.i;^; 

m \t\itt Arctg. pofiii)) ifi. ^ 
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im SBIttfel Gebeutet, \>tn bet 9lablu«^95eftöt FM = r, n>el<^ 
nad^ bem butc^ x, y unb z beflimmten $unft M ())om Srenn^ 
pmtt F aue) ^Itt ge^t, mU ber »ye FX mai^t. 2)iefe ÄegcU 
pd(3(fe witb von ber t>or9cba<löt^n (Sbene in einer ^^perbel ge^ 
ftidnitten, unb bie 9Waffe bfefer emjelnen materiellen ^^^>er6o^ 
Ilf(!^en Sogen (\)Dm unenblitijffleinen Ctuerfdjnitt) wirb nun bur(^ 
bie erjie Sniegration (ßaif r) gefunben. S)enft man ftc^ l^ierauf 
bem q> m(tf unb na<i) aüc feine Sßert^e gegeben, fo er^&lt man 
eine unenbliiä^e SRenge materieller ^egelpadf^en, weld&e äffe 
bie gemeinfd^aftlidfie ©))ifte F unb bie gemeinfc^aftlic^e a^e OX 
l^aben, unb welche alle t)on ber, burc^ benfelben fonfianten 
SBertl^ t)on z gegebenen (Sbene gefcbnitten »erben, fo baf bie 
S)ur(3^fc^nitte eine mit XOY paratfete ©df>eibe bilben, bie auö 
allen biefen fietig neben einanber llegenben (materiellen) f)\))i^cx^ 
bolifd^en Sogen befte^t. 3)ie jtt)elte äntegration (na(i& (p) giebt 
alfo bie Summe ber SWaffen aller biefer ^ttperbolifc^en (mate^ 
riellen) Sogen, b. f). bie SWaffe biefer ©d^elbe, mlä}c bie 
S)ide dz l^at. 3)ie britte Sntegration (mä) z) giebt bann bie 
©umme ber SRaffen aller biefer, mit YOX parallelen ©d^eiben, 
b. 1^. bie aWaffe beö ^orper6. 

2lue biefem ©eftd^tepunfte angefe^en, unb in bemgaUe A., 
wo b<:jp, wo alfo bie begrenjenbe (öom ©(beitel um b 
entfernte) ebene, linW t)om Srennpunfte F liegt, — geben bie 
beiben le^tem breifad^en 3ntegrale ber gormel I., bie ÜBaffe 
eine« Ä6r))er6, ber linfö t)on ber paraboloibifd&en Dberpacbe be^ 
grenjt iji, im Uebrigen aber t)on einer eigent^umlid^en frummen 
gläd&e*), weld&e »on ber begrenjenben Sbene lang« einer auf 
YOX fenfrecbt jie^enben ©eraben berührt wirb, unb beren mit 



*) 2)ie Oleid^ung für biefe begrenjenbe gldd^e iji 

^ ^' ~ ßp-b)* * ' 
mnn x, y unb z bie auf bie Äoorbinaten^Slicett OX^ OY ünbOZ belogenen 
Äoorbinaten^^aBert^e eine« beliebigen ^ßunfte« berfelben öorfiellen. — JDiefe 
Släd^e gei^5rt alfö ju ben algebraifd^en Släd^ien ber t>iixkn Orbnung. 
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YOX »)araBelen Ctuerf*nitte fie» ^^etbeln flnb. S)lefet Äöiv 
per befielt aw« jwei 3;^ei(en, einem unteren, beffen SWaffe butd^ 
ba« britte (breifad&e) Sntefltal au^gebrücft ifi, unb einem oberen, 
beffen SRaffe ba« \)ierte (breifad^e) Snteflral liefert, unb .tiefe 
beiben 3'^eHe jio^en blöd in einem ©tfid ber Slye OX anelnanber. 
— Die beiben erpern (breifac^en) Sntegrale geben bagegen bie 
SWdffe be0 9iejle6 be» ^aroboloibö, unb ixoai giebt baö erfie 
(breifadjie) 3ntegral, bie SWaffe be« untern 3:^eiW, baö jweite 
aber bie SWaffe bed obern S^eite. SBon biefem 9iejie befielt fo^ 
wo^I fein unterer, tt)ie fein oberer Xi)t\l, xokUt auö jwei t)on 
efnanber burc^ ben \)or^er ermahnten Körper getrennten 3'^eilen, 
t>on rt>cli)^n ber Wintere 2;^eil bem ©ummanben P, ber t)orbere 
2^^eil aber bem ©ummanben P\ ber in F entl)altenen ©umme 
P+f«, anget)ort. 

3n bem gatfe B. bagegen, too b:>\p iji, giebt bie 
(Summe ber (breifac^en) 3ntegrale bed S^^eifö.Bj in II., bie 
SKaffe ber unteren unb ber oberen ^alfte bedjcnigen ©tüde bed 
^Paraboloibd, welcbeö t^on einer burc^ ben Srennpunft F auf 
OX fenfredfit gebac^ten (Sbene, jur ?in!en abgefdf>nitten wirb. — 
2)ie beiben erfiem breifadfien integrale in Bj geben bagegen bie 
SÄaffe be« jur Siedeten biefer (Sbene gelegenen ^^eil6 beffelben, 
mit 2lu«na^me be6 legete, »elc^ier feine ©pifte im Srennpunft 
F Ijat unb beffen ®runbfldd&e ber ^reid ift, in weld&em bad 
CUmbrel^ung6^) 5ParaboIoib t^on ber begrenjenben (SUnc gefd^nit^ 
Un »irb. — 2)ie beiben tefttem (breifad^en) 3ntegrale in B2., 
geb.en enblid^ bie SWaffe ber unteren unb ber oberen ^^Älfte biefe6 
dute^t erwähnten Äegel6. 

2)ie6 iji bie geometrifd^e SluSlegung ber im ^4J<'^^9^tt^5^fn 
er^ltenen anal^tifc^en 9iefultate, 

2lnmerf. 2. SBoKte man aber biefe (jiatifc^^) geometrif^e 
aufgäbe bireft geomjetrifcb lofen, b. \). wollte man bie 9Wajfe 
beö l1mbre^unge^5Paraboloib« , weld^ed burd^ bie ©leic^ung 

m z, bii ivx Obtt^a^e teic^it, gegeben ift, biveft unb ia* 
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bttt^ ftnben, Uf mm ^m I>eUebignt^ im6f x, y mib z gege^ 
betten ißunft M, im 3nnern (otet an tet DbetfliÄd&c) keffelben, 
mittelfi FM = r, äBinfel MVX^q> xxni t>am noc^ bun^ 
ben fenfred^^ten 9lbflant) ±z, beffelben ))on ber ^oorHnaten«@bene 
YOX, angiebt; unb unter bet SBorau6fe^ung, ba$ tx^y^t bie 
S)t*tiflfelt bet euUc M ift, fo ba# biefe 2>t*Hflfeit burc^^ 
*(r,t,«) Äu6flebtfi(ft jic^ jte^t, wenn bet *ßunft M rfidwÄr» t)ön 
ZOX liegt, bagegcn burc^ '^,4.,«)' wenn bet 5ßimft M t>ortt)art0 
t)on ZOX Hegt, — (benn bie brei neuen ifootbinaten^SBert^c 
r, 9 unb z befiimmen immer biefe beiben fünfte M juglei(b) 
— fo it)urbe man bie SWajfe ber rücfwfirte gelegenen, »on ZOX 
gebilbeten »^älfte für jtc^ , unb bann ..bie SKajfe ber t^orwarte 
gelegenen ^alfte be6 ^ßaraboloibö wieber für ftd^ fuc^icn muffen, 
hierauf mü^te man jeben biefer beiben 3:^eile (ober bad 
ganje Umbre^ungfe5ßaraboIotb) burd{> unenblic]{>t>iele Äugelfläd^en, 
welche alle i^ren gemeinfd{>aftli(^en SWittetpunft im S3renn|)unfte 
F \)abtn, unb.beren 3labien, alle, vm dr wn einanber »er^ 
fd&iebene SBert^e "oon r ^aben, ferner buid^ unenblid&t)iele ÄegeU 
Pd&en, welche alle bie gemeinfdjiaftlicbc Spifee F unb bie ge* 
meinfc^afllidbe 9(;e FX l^aben, unb beren Seiten mit FX na^l 
unb nad^ alle äBinfel bilben, U)eld^e imä) alle, um dq> t>on 
einanber »erfdbiebene SBert^e »on qp gegeben jtnb, — enblic^ 
burdb ^ine unenblitijie SWenge mit YOX jjaraHeler ©benen, njelc^e 
alle um dz »on einanber entfernt ftnb, — in unenblic^) Heine 
(Slemente (SWolecöle) jerlegen, unb ben Sn^att eine* berfelben, 
welche* bei M liegt (unb be6^alb jebeö beliebige berfelben 'iji) 
beredl^nen. SBegen ber unenbli^en ^'lein^eit feiner !Dimen{!onen 
fann fold&e« atö tln (fc^iefwlnHige*) 5ßaralleUe<)ipebum on^ 
gefeiten unb banac^i beregnet »erben, — I)ie brei ^o^en bef* 
felben ftnb bejüglitJb dr, r-dqp unb dz. — 2)ie eine ber brei 
®runbfl5d&en, ju weldber bie ^ö^e dr gebort, fielet fenfre(^>t 
auf ber ©eraben FM; — bie anbere biefer ©runbflac^en, ju 
xotl^tx bie ^ö^e r^dy geljort, fie^t fenfred&t auf ber (Sbene 
MPX unb fc^neibet biefe le^tere in ber ©eraben FMj — bic 
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totftte ®tUttbflÄ<!^e, ju mltS^n We^ol^e clz flel^Jtt, lauft ^jatallef 
mit YOX. 8liid tiefet befHmmtett Sage ber befben etjletn &tmi^ 
füditn fleflen bie btftte, werben nun bfe Sßinfel b^red^net (In 
X, y, z unb ballet auc^ in r, qp unb z auögcbtficft, »eil man 
X— ^p = r*Cosg> unb r* = (x — Jp)'+y*+z* ^at), welche 
ble brei In M jufammenflof enben Äanten mit einanbet mad^en, 
— unb au» blefen unb ben brei ^o^en, berechnet fi* jule^t 
t>ti 3n^alt bee ÄorperMSlemen»; unb er ftnbet ^i) 

== , / ^' ^^^^ >dr>d9?.dz. — SBivb nun biefer Sti^alt 

einmal mit P, ba« anbere 5Kat mit f" multl^jllclrt^ fo f)at man 
tae erfie SKal ble SWaffe bee eiementeö, »elcjee an bem rud;^ 
warte gelegenen 5ßunlt M, [x(tf befinbet, bae anbere SWal aber 
tie 9Raffe bee an bem »orwdrte gelegenen ^Punft M befinbll(ä&en 
(SIementee. 

aaSerben nun ble 9Waffen ber (Siebente fummirt/ welche ju 
einem unb bemfelben SBertl^ tjon z unb q> gehören , b. }). ml^ 
in bem IDurdjifc^nltt ber mit YOX paxaMtn unb burd& z gege^ 
Umn Sbene, unb ber bur<(> q> gegebenen Segelfläche liegen, — 
olfo in einer mit YOX ^jaraHelen ^^perbel, — fo bejiimmen ber 
anfange^ unb ber ®nb^5punft blefee ^9^)erbüllf(!{ien Sogene, ble 
©renswert^e ))on r, xoü^t tion g> unb "oon z abl^Angig fein 
»erben. Unb ba muß man foglelc!^ unterfc^elben, einmal ob 
ber anfangei)unft mit bem ©d^eitel ber ^9^)erbel jufammenfallt, 
ober mit ber begrenjenben (Sbene, unb bann, ob ber 6nb!punft 
mit ber ))arabo(ifc^en Släd^e }ufammenfällt, ober mit ber begrenz 
jenben Sbene. 

Unb um blefe Unterfd^elbung gehörig anfieOen ju fönnen, 
»uf man toieber swei gälle beactiten, namliii) ob ble begrenz 
jenbe (t>on um b entfernte) ©bene llnfe, ober rechte, t>on F 
liegt, b. 1^. ob b<:{p, ober ob b>^p gegeben i|i. 

3fi b<:iP, b. ^. liegt ble Oreni^ebene bee 5ßaraboloib« 
linte ^om 9renn))unft F, fo fd^nelbet bie burd^^ z gegebene 
Sbene, bie Sbene XOZ in einer @eraben AB, welc^fe in A an 



n 
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bie ))atabo(oib{f(l^e gtAd^e, in B t^agegm an bie ©i^mg^bme 
anßo^t. 3fi bann BC in bet buc($ z gegebenen Sbene fenftec^t 
auf AB gebogen, unb ßött jte in C an bte )>araboloibifcbe Slätbe 
an; flnb A' unb B' bie ^rojeftionen t)on A unb B auf bie »jt 
OX (alfo anä) auf bie Sbene YOX); fo iji AA' = BB' = +«, 
wenn AB oben liegt, aber =— z, wenn AB unten liegt, weil 
bann z negati\>, a(fo — z etfl wieber ))o{ttit> tfl. getnet ifl 

OA' = — z' (weil AV = ±z bie Dvbinate unb OA' bie 
P 

abfciffe ber buv(i& bie ®Ui6)mQ u* = px gegebenen Umbre^ 
I)unge^5ßarabelijl); bannijinocb OB' = b fo wie FB' = |p— b 

unb FA' = ip-— z^ — SDet Äegel, beffen ©eite mit FX 

einen SBinM mat&t, welc^^er >(AFX = g?,) ift, wirb \>on 
ber \>m6) z gegebenen (Sbene innerhalb be« 5paraboloibö nic^t 
mel^r getroffen, alfo ifl qp, ber grof te SBert^ tjon y; ber aSSinfel 
BFX = 9?" giebt ben Äegel, weld&er ber lefcte iji, bejfen gu^ 
gel^origer ^^^erbel^Sc^eitel noc^i nid&t über bie ®renj*(Sbene 
hinaustritt, nlfo noci& nic^t außerhalb unfereS begrenjten Äorperd 
Hegt; ber SBinfet CFX = 9/ enbli* iji ber fleinjie, bejfen 
Äegel nocb ^on ber burcb z gegebenen ©bene (an ber ®renj^ 
ebene) getroffen wirb. 

SIBä&renb alfo (p jwifc^en cp' unb g)" liegt, liegt btoS ein 
©turf GH ber ^^iperbel, welcbe« nic^t biö jum ©d^eitel ge^t, 
innerhalb beö begrenjten Äorperd; biefe6 ©tücf GH le^nt jid^ in 

G an bie ^araboloibifc^e glac^e, fo baß FG = jz^j- = r, 

(vermöge ber befannten 5ßolar^®tei(bung r = ^z^ — ^^^ ^^^* 

brel^unge^arabel) ber gu biefem SBert^ i>on g?, gehörige grofte 
SBert^ »on r ift; wd^renb ber anbere enbpunft H jlt^ an bte 

FB' 

©renj^ ebene anlegt, fo baß ™- = Cosq>, alfo 



FH 



_ iP-b _ 



FH = -^~ = Ta , ber ju biefem SBert^ t>on q> gel^örige 



ABUcflt, fobaf Sirup ^^,, alfo FH'=^=ra, 
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neinfte fBttif) t>on r i% — gut iebm aBert^ t>ott y bagegen, 
wcld^er jn)if^en g)" «nb qPi Hegt, entfielt au» bem 3)ut(f>fd&mtt 
bet ^uxtSf z gegebenen (Sbene, mit betÄegelflad^e, ein^ijpevbet 
flücf G'H', wefd^e« fi* in G' ebenfaW an bie ^arabofoiblfc^e 

%lää)c anlegt, fo baß »lebet FG' = ^_^^^ = r, , bec ju 

tiefem SBett^ t>on y gehörige größte SBert^ tjon r, iji; »ib^ 
tenb baffelbe @tä(f mit bem ©cbeitel H' }n>if(^en A unb B in 

W" «^^-^ ™'=^ 

ber au biefem SBett^ tjon y gehörige Heinfle SBert^ tJon.r tjl, 
— tt>obei — z gefegt werben muß, tt>enn AB unten Hegt, z alfo 
negativ, folgli^ — z erfi lieber pofxü'o unb bie ^at^ete be« 
redbtwinfliflen 3)teie(f« iji, beffen äußerer SBinfel = 5p (unb 
flum*)f) iji. 

auf biefe SBeife fie^t man bie ©tücfe bee Äorper» fic^ ab^ 
fonbem, beren "Slia^m einjeln inx^ breifad&e Sntegrale au«ge^ 
brörft werben fonnen. di finb beren t)iere unterhalb YOZ, unb 
eben fo t)iele oberhalb; t)on biefen je t)ier Stficfen liegen jebeö^ 
mal gwei rücfwfirt« t>on ber (Sbene XOZ, imb jwei t?orwärt6 
berfelben. iBiefe lefttem jwei ©tücfe werben oben unb unten, 
t>orwärt6 unb rücfwärt«, t)on einanber burc^ eine frumme gleiche 
getrennt, welche iux^ alle in ben, burc^ bie verfcbiebenen SBert^e 
wn z gegebenen ^)aranelen ebenen, liegenben ^^^jerbeln gebilbet 
wirb, bie al6 !Durc^f(^nitte biefer ebenen, mit ben verfdbirtenen 
juge^origen Äegelpcic^en gebilbet werben, bie burd^ ben für 
jeben anbem SBert^ tjon z anber« (^o^er ober tiefer) tiegenben 
^unft B ge^en, beren ©eite alfo bur^ ben SBinfel BFX = 5p" 
gegeben x% Die ©leicbung jwifc^^en ben ^oorbinaten^SBert^en 
x', y' unb z', eine« beliebigen ^ßunfted biefer frummen glÄcJe 
fuibet man, fobalb man febenft, baß biefer $unft in ber eben 
erwähnten Äegetfläc^e liegt, beren ©leic^ung 

|/y'*+z'* =(i--xO*rg'< 
ip, unb au^ in ber burc^> z gegebenen ebene, welche burcf^ bie 
®leid^ung 

13 
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BB' :z:Z 

au«fletrii<ft Ift, wal^tenb man noc^ ^^9^''^""FB =^ iT-h 

i^t. SHminirt man ba^ct aud liefen lefttem btei ©Uic^ungen, 
^orotüfi Tgq>'*, aM au<^ z, fo er^&(t man 

fo baf Wcfc frummc glad^c atö eine algebraifc^e gldc^e ber »iet^ 
ten üttonung etfannt voixi (wie wir fc^on in ber Sote jur t)or^ 
ISievflel^enben anmeifunfl erwähnt ftaben). 

ginbet man nun bie SRaffe eined ieben einjelnen biefet ac^t 
Äotpett^elle biit<^ breifadöe 3ntegration, — juerft nad^ r, n>ö* 
but(^ ftd& bie SWajfe eine6 bet (materieBcn) i^^petbolifd^en So* 
gen erfliebt, — bann nac^ (p, n>obut* ftc^i bie ©umme bet 
SWaffe allec ber ^^petbolifc^en Sogen etgiebt, »el^e in bet 
iuxäf z gegebenen ßbene liegen, alfo bie ^affe bet burc^ biefe • 
(gbene gebilbeten ©(3&elbe, — jnlefttnac^ z, woburt^ bie ©umme 
bet SRaffen aUet biefet ©d&eiben, b. ^. bie SWajfe be6 ganjeh 
Ä6tt>etftfi(f« gewonnen witb, — fo et^att man ad^t bteifac^e 
Sntegtale, ton benen loiet bad (SIement 

^L=L:==*dr-dq>'dz, bie anbetn t)iet bagegen ba« 



2 



+Vr*.Söig)*-z 

eiement P"* ^JLL^^^ »dr»dy*dz enthalten. 3)ami 
+l/r^.&>iy*-z» 

f&nncn ic 2n)et babon, toelc^e in iebem bet btei auf einanbet 

folgenbcn Sntegtale biefelben ©tenjen l^aben, \n ein einjige« 

jufammengefa^e tvetben, toel^ed ba6 Clement 

(P+pi) r^^ Smip ,dr,jy,dz j^^x^ baffelbe, n)ae im 

+Kr^»S««9>'^— z* 
5Patagta^)^en but(^ F-dr-dy^dz iegeic^net wotben ijl. 

3>et ®tenjn)ett^ 9i = SB- AFX finbet fld^ aud bet ®Iei(^;u«a 
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r^ AA' ±z dbpz ^ .-^ 

4p — z^ '"^ 

' P 

äBBett^ ^ow i:z, iji abet tft JRabiu« bce Äreifee, in mlc^em 
fcie ©rcnj^ebcne ka6 ^Patabololb fc^indbet, unb blefer Ifl wieder 
fctc Dtbinatc u ber 5ßarabcl u^ =px, beven Umbtel^ung bod 
?PatabcIoib erjeugt l^at, n)el<^e gu bem SBevtbc b x^on x fle^ött; 
olfo baMetfcIbe = +|/pb ift; — folgtic^? ifl bet Hcinjlc 
SBBert^ »on z, =— 1/pb, bec größte baflcgen, =+|/^} 
itnb fö jtnb aUe ®venjtt)ert^c am^ s^^^^'^B öu«flebtö(ft. 

!Dad 9lcfultat tvicb ba^cr ganj genau baffelbe, tt)a8 n)ii' 
im ?Pataflra<)^cn auf rein anat^tifc^em SBegc gefunben ^aben. 
— Dabei [c^eint eö im«, afö wenn bie tein anal^tifd&e Se^anb^ 
lung auc^ bie einfac^^ere fein büvfte, befonbetd wenn man be^ 
bcnft, wie öiel ÜRü^e unb Slrbeit bie Slufflnbung bed Sn^alte« 
bed Äor^)er:feiement6 ma(f|t, bie xoxx \)\n nur eingeleitet ^aben, 
fo ba$ man ben Umfang bet weiteren not^igen Slrbeltcn barau6 
faum erfennen börfte. 

SBir aber wollen ben anfanger in ber rein anal^tifcben 53e*» 
l^anblung folc^er fragen befonber« bee^alb üben, weil in ben 
anwenbungen auf weitere anal^tifc^e Unterfuc^ungen, gragen 
\>otfommen fönnen unb t)orfommen, welche l^ie^er gel^oren unb 
welche jtdb nidb* immer OiMii in einem geometriff^en (Sewanbe 
barjieHen laffen. 

Setrad^ten wir ieftt ben anbern gall, wo b>|p ifl, wo 
alfo bie Oreui^Sbene rec^t» tjom Srennpunfte F bed Hmbre^ 
l^ungd^^paraboloib« Hegt. 3tt biefcm gaße muß man burc^ F 
eine ebene legen, weldbe fenfredbt auf OX jie^t, unb weidbe ba« 
^Paraboloib in gwei S^ile jerlegt, einen redbtd liegenben unb 
einen UnW liegenben. 2)ie SDlaffe bed le^tern wirb nun gerabe 
fö gefunben, wie in bem x^or^er betra^teten gall, wo b<:^p 
ifl, nur bap jeftt ber ^unft B fo liegt, \a^ 
2B. BFX = qp" = 90® = JTT wirb unb bie juge^orige jTege^ 
Pd^e je^t in eine ebene gläc^e äberge^t, tmb jugleicb auc^ 

13* 
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SB. CFX = 9>' = 90® = |7r toM, t)lefc anbete Äegeipfic^e 
a(fo mit Ux teerigen in biefelbe ebene SI^cl^^ jufammenfaHt. 
S)adma( liegen alfo aUeTHJevt^e »on g? bIo6 gnjifc^en ^ti unb 
9), } unb für jefcen SBett^ tjcn y liefert badmal bie burd^ z 
gegebene (Sbene jebeÄmal einen l^vjjerbolifc^en Sogen, weldber 
innerhalb be« Äör^)etd bid jum ©dieltet ge^t (ber in ber Oe^^ 
raben AB felb)) liegt); bal)er faden badmal bie beiben (t)orn)ättd 
unb tüdwärtd gelegenen) äuperßen (Stucfen gan) aud, unb bad 
dtefultat tvirb um fo viel einfacher; unb ber Sludbrucf, ben man 
für bie SWaffe biefee Ünfe iJon.F, liegenben ^orpert^eiM erl^ält, 
flimmt genau mit bem 9iudbru(f B| im $aragrapl}en ttberein. 

S93a« nun ben red&td i>on F liegenben S^^eil betrifft, fo wirb 
er ton einer ber ^egelfläcben , beren ©runbflädb^ ber tDurd^^^ 
ft^jnittdfreid i|l, ben bie ®renj*ebene mit bem Umbre^ungd^^a* 
raboloib bilbet, imb bejfen Slabiud . = +Vpb iji, — bereit 
Seite alfo mit FX ben SBinfel q)' bilbet, beffen 3:angente 

= 4~i" '^' foba^man Cosg>' ^ ^^^ er^t, - 

in jmi ^or))ert^ei{e jert^eilt, nämlid^ in ben le^tgebac^ten ^egel 
unb bann in ba6 um biefen ^egel audge^o^Ite ^^araboloib, fo^ 
weit ed recfit^ t)on F liegt. 3n jebem biefer 2!^eile ge^en bie 
burd& bie, \)on YOX um ±z abfie^enbe 6bene gebilbeten Ij^ptu 
bolifclien Sogen fietd bid jum ©d^eitel, tt)d^renb i^r anbere* 
(Snbe Pc^ im Äegel an bie begrenjenbe 6bene anlegt, in bem 
^o^lförj)er aber an bie gläd^e be« ?ßaraboloib«. 3n bem Äegel 
^at g) ben fleinflen SBert^ (p", fobalb bie burc^> z gegebene 
ebene bie Äegelfld^e innerhalb be« Körper« nur gerabe noc|^ 

(an ber ©renj^^bene) trifft; ba^er ift Tgg)'' = ,_^ . — 

3m .^ol^lforper gelten bie SBert^e \)on 9, »on q>' an bi« ^n 
\)in, in bem audge^o^lten ^egel bagegen nur "oon q>*' an bid 
g>' ^in. 3m ig)ol^lf6rper ifl für ieben SHJert^ "ocn g>, bet 811^ 
fongewert^ r, »on r, — weil ber entf^red^enbe ©c^eltel 
ber ^\)ptxbü tjertlfal über ber a^ce OFX liegt, — offenbar 
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= -H^^ — 5 bei' (Snbwett^ r^ »on r, ifi baflegen iuxd) bie 
?PoIatfllei^unfl ri = j—^ — bev Umbte^unga^^ßatabel, ge^ 

dbz 

geben. 3tt bem ^etau^gel^olten Äegel ifi nod^ immer r^ = -^, — 

bet 2lttfanfl«W)ert^ tjon r, nur baf y ie^t ganj anbere SBert^e 
f^at] ber (Snbwert^ r^ tjon r, ifi bagegen, tt>ell ber juge^orifle 
^Junft M in ber ®renj*@bene (alfo nfd^t me^r in ber paxahcloU 
blfc^en gla^e) liegt, — gegeben afö bie ^\))fcü)cn\x[i eine6 
red^twinfligen !Drele(f6, beffen eine Äat^ete =b— |p, beffen 
aBinfel aber q> ift, fo bap man r^^Coscp^^b—^p ober 

r, = -iP^- ^at- ?lIfo pnbet man iana^ fflr bie SWaffe 

bee ^o^B6r^)er« bie ©umme ber beiben erpen (breifac^^en) 3nte^ 
grale in B^.} — für bie SWaffe be« au6ge^o^Iten Äegel« bagegen 
bie ©umme ber beiben anbern (breifac^en) integrale ebenbafelbfi. 

8. 34. 

©uc^ien xoit toieber wie im §• 31. bie ©iimme 

-STx^y^z^dx-dy-dz; 
ya+z« :<px, x:<b 

führen wir wieber wie im §. 33. fiatt x unb y, bie beiben 
neuen SBeränberlid^en r un^ gp mittelft ber (Gleichungen 

1) X = |p4-r»Co^ y , 

2) r* = (x--ip)^+y^+z^ ober r^.Swqp^ = y*+z^ , 
ein; fo baf bie Sebingungen y^+z^<px unb x<b ubei^ 
gelten in r'^-Sinq>'^^\p^-\'fT'Cosq) unb r-Co^qp<b-|p, 
alfo an^ (wenn man wie im 8. 33. t)erfa^rt) in 

3) r(l— Co5 5P)<|p unb 4) r-Co^y^b— ^p, 
wä^renb au^ 2-) wieberum (wie im §. 33.) bie ©ebingung 

5) r^-Si/iqp^^z* ober T*Sinq)^±z 
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^en>otfle^t, wo ±z pet« eine ))oilttoe 3^^ tjotpetttj — (um* 
miren wir aber feftt bie ßtemente juerP-nad^ 9 (für fonßant 
flebac^te SBert^e \)on r unt z), bann tiefe Summen »febet 
m^ r (für ben fonfianten SBert^ t>ott z); — jule^t aber bie 
fo erhaltenen @ummen notb für ade SBertl^e ))on z. 

93et bem jeftiflen SBerlangen möjfen wir ben ju erföHenbcn 
Seblngungen 3.)^ 4.) u. 5.) bie nad^fte^enbe gorm geben, ndmlid^ 

6) Co*f/)>I-^, 7) Cosq)"^^^^ unb 8) Sintp^—. 

3)lefe Sebingungen 6.), 7.) unb 8.) finb alfo allein ju erfüllen. 
— !Die Seblngung 8.) liefert (nac^ 8. 4^) 

1 



I 



9) Cos(p^'\ .J/r^— z*, fo lange q><cin, 

bagegen 

10) Cosq>^- — *VT^^^, fo lange q»in i^] 

alfo ftnb bie SBebingungen 6.), 7.), unb 9.) ober 10.) in erfüllen. 
— !Da Cosq) immer jtoifc^en —1 unb +1 liegt, fo ip bie 
Seb{ngung6.) allemal erfüllt, o^ne baf r>a\>m^ berSßert^ \>on 
q>, eine Sefd^rÄnfung erleibet, fo oft 

11) l-^<-;l, b. ^. r^ip 

ip. — 2)ie ©ebingung 7.) iji au» bemfelben ®runbe allemal 
erfüllt, o^ne ba^ burc^ fie ber SBertl) t)on 9 eine 93efc^ranfung 
erlitte, fo oft 

b — in— _ 

12) — ^>1 b. ^. r<b-|p, wa« b>ip t)orauefeftt, 

well r nie negatit) fein barf. 

2)iefe beiben 9Serglei(^ungen 11.) unb 12.) finben glel^jeitifl 
ftatt, fo oft 

^p = b— ip b. \). b = ^p, (alfo au(^ b>ip) 

tfi. — 3ft aber 

iP>b-ip b. l). b<ip. 
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fo ettt^AIt bie SBetflleid^ting 12.) aVimal au^ bie SSetgleit^und 
11,) in ft<^, n)el*c asetflleicliung 12.) ebenfoH« b^^jp tjori» 
audfe^t. — 3fi abev 

fo enthalt umgefe^rt bic SJetflleit^&uitfl U.) aBemal jugleit^ bte 
12.) in ft(^. 

3fi <iIfo b<TP# öl^^f >iPf fo ^tleiben bfe aBettl^e tjon 
9>, Weber butd^ bic Sebmflung 6.), noii) butd^ bie 93eblngunfl 7.) 
irgenb eine ®ef(f>tÄnfun9 , fo lange r jwif^^en unb 
b-iP(<ip) Heflt 

3|i aber b>^p, alfo ebenfalle b>^p, fo pnbet bie^ 
felbe SRi^tbefi^rdnfunfl ber SBeit^e t)on q> (burc^ ble SSeblnflum 
gen 6. unb 7.) fiatt, fo lange bfe 2Bert^e ^on r, jwifdlien 
unb |p(<b — :ip) lleflen. 

Um }u n>tffen, ob bie Sebingung 9.) obet bie 10.) ju be^* 
täcffic^tigen ifi, mufi man unterfuc^en, toann Cosq> negatit), 
wann er ^jofltio wirb. iBie SBebingung 7.) Idpt aber fe^en, baß 
Cosq> nie pofxtixi fein fann, fo lange b<rip gegeben ifi} baf 
aber Cos(p au4i ))o{itio werben fann, fobalb b>|p gegeben 
fein foBte. 

erjler gall. SBenn b<^p ifl. — 
3n biefem gaUe ifi jeber SBert^ \)on g>:>j7i, unb ed ifl 
ba^er ie^t bie 93ebingung 9.) n\6)t, fonbern bie 93ebingung 

10) Co^9)>-X-J/p^^^^ 

}uglei(^ mit ben Sebingungen 

6) Costp^i--^ unb 7) Co^5p=^lP 

2U er^Oen. !Die 7.) giebt unbefivitten ben untern ©renjwcrt^ 
q>** ^on 9, nämlicib bie ©leic^ung 

13) cosr = -^ = -^, 

weil feine ber beiben aubern 93ebiugungen i^' wiberf))re(li)en fonn. 
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3>a fcmer, iDie Vüir futj "oox^tx gefe^en ^aben, fo lange bei: 
SBert^ t)on r, <^p ifl, fcle ©eWnflung 6.) föt jeten SSBert^ 
t)Ott 9), ftc^ etffißt fte^t, — fo ifi ber obere ©tenjwertl^ 9' 
))on 9x, bann aud bet nod^ äbrigen Sebmgung 10.); namlic^ 
aud bet ®(ei($ung 

1 



r«. 



14) Co*y' = - — -Kr* 
ju entnehmen. 

Unb ba pet« g>"^q>' [ein unb bleiben muf , fo giebt 
bie Oleic^uttg q>*' — q)\ b. ^. Cosg>** = Cosq)' b. ^. 

-^J^^^^^^^ — = — -l/f^^^^^, ben untern ®tenjtt)ert^ r^ t)on r, 
n&mli(ib 



15) r-, = +Vz»+(ip-b)\ 

»dl)renb :Jp bet obere ®renjtt)ertl^ bleibt. Da enblic^; pet« 
'2<1p bleiben mup, fo giebt bie ®Iei(i^ung ra = |p b. ^. 
V'js'+GP-b)^ = :Jp* ben größten SBert^ 2'^ y)on z% n&mlii) 

16) z' = + V^bp-b* = + Vb(ip-b) , 

fo baf JU glei(i^er 3^'t ade SBert^^e »on z, g^vifd^en — z' unb 
4-z' liegen. 

e« fonbert flc^ alfo ein S^^eil unferer Summe 2 ab , xotU 
c^er au^gebrücft ifl burd(^ bad breifa(i^e 3ntegral 

tottm n)ir n)ieberum ben Sludbrucf 

17) (f- + f*')'Tw fiV^ b«^* F 

+ Kr*-Si7i9)*— z* 

bejeid^nen. 

kommen n>ir nun )u ben Sßertl^en t)on r, welche größer 
aW |p finb, unb für mli)t bie Sebingung 6.) mit bec 10.) 
iugleic^, bie äBert^e t>on 9) befc^ranft Um biefen beiben 93c^ 
bingungen, n&mlid^ 
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6) Co*y>l-^ imt) 10) Cosif^ Vr^-a 



2 



gleichseitig ju genägen, mup man ))ot* SlQem t)en Sßertl^ r, t>on 
r fuc^ien, für ttoeld^eu 






iß, nam(i($ 



18) r, = ip+lz-, 



bann ifi füv leben SBertft tjon r, welcher ^fi ifl, auc^ 

fo ia^, wenn r<ri genommen ifi, man nur bet ©eWngung 
-10.) aBein ju genügen ^at, um ber ©ebingung 6.) mit genügt 
gu ^aben, — wenn aber r>ri iji, nur ber Sebingung 6.) 
genügt werben mup, um ber S3ebingung 10.) jugleid^ genügt 
)u l^aben. 

Siegt alfo- ber SBert^ t)on r, jwifc^en \v unb r,, fo 
befiimmt f{(^ bie obere ©renje g>* t>on (p, n>ieberum aud ber 
10.) b. \). au6 ber ©leic^ung 14.); fo wie aber r>r, ifl, fo 
benimmt jlc^> ber obere ©rengwert^ 9), t)on (p, ant ber 6.), 
b. l). aud ber ©leicbung 

19) Cosip, = l~i2. 

9?un muf aber immer, im gaUe r>|p, aber r<rj i% 
g)*'<5P' bleiben; ba^er giebt bie ®leid{iung Cosq>** ^ Cosg>*, 
ie^t nod^ einen jweiten untern ©renjwert^ ))on r, nämlid^ n)ie^ 
berum r, aM 15., ml(S)ti aber jeftt r,>ip b. \). 

z'+(ip-b)'>yVP' >>• ^- z'>z'» »orauefefrt. SBir^aben 
alfo baSmal jwei untere ©renjwertl^e x>on r, ju beren jebem 
ber obere ©renjwert^ r, \>on r, gehört; unb babei faßt r, mit 
^p }ufammen für z» = z'\ mit welchem SBertl^e t)on z*, 
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bte SBett^e t)on z^ beginnen, fo oft r, a(d untere ®renge ge^ 
nommen n>ttb. 2>ie Sßett^e \>on r, ge^en a(fo beibe 3Ralt ^m 
\f b\i Ti] ba nun, n>enn r, ald untere @renje genomtnen 
wirb, bie SBert^e tjon z* aDe, >z'* finb, fo muffen, i»emi 
jp ald untere ©renje genommen n)irb, bie SSert^e )>on z* aOe, 
<rz" genommen werben, bamit man )u allen gufammenge^örigeii 
Sßert^en ))on 9> unb r, alle Sßert^e ton z i^injugefägt ^abe. 
Unb weil ba, wo z*>z'« genommen werben mug, bie oberfte 
©renje »on z^ feine weitere Sefc<)ranfung erfahrt, fo muf fofc^e 
ber aUergrö^efie SBert^ fein,'ben z* ixUx\)aupt annehmen farnij 
biefer iji aber (na(^ ben ©ebingungen y*+z^<px unbx<b), 
offenbar = pb, 

@d fonbern j{<$ bal^er 3^^ei(e ber @umme 2, ab, weli^e 
audgebräät {Inb burc^ 

tmb 

®e^t man nun ju ben SBert^en »on r, welc^^e großer ate 
r, finb, fo ge^en bie SBert^c t)on (p, t)on y" an bi^ ju ?>, | 
^tn, unb bie ©leic^ung Cos€p** == Cosq>^ giebt 

r = b+ip 
ald bie obere Orenje t)on r; unb ba fiete r,<b+»p fein 
unb bleiben mup, fo giebt bie (Sleic^ung r2 = b4-ip wie# 
berum z^ =pb, at6 ben größten SBert^ tjon z*. 

!Diefer 2:^eil ber ^ixvmt 2, ift ba^er audgebräcft but^ 

I. ^f.dx.dy.d2! = A,+A,+A,+A, , 
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wenn nur g>*, q>'*, g>i, z', r^ unb r, au6ben®Ieic^unflett 14.), 
13.), 19.), 16.), 15.) unb 18.) I^rc Sejiimmunfl finben*). 

3n)citer gall. 3fi aber b>|p, fo muß man fofort 
bie ^txtiit \>on cp abfonbem, tveld^e >|7r j!nb unb für welche 
ble ©tenjbebinguna 10.) eintritt, — t)on benen, welche <:j7r 
jinb, unb für welc^^e ble ©tenjbebingung 9.) flatt finbet. 

SP q»\7v, fo ifl ble Sebinguttfl 7.) fiet« etföttt, felbji 

wenn g)^^n iflt} ed bleibt alfo in bet untere ©renjwert^ 

t)on g). — Jfegt bann r jtt>lfd(ien unb ^p, fo ijl bie Sebin^ 

flung 6.) ebenfaUe fietd (b. 1^. för jeben JBJert^ t>on y) erfüllt; 

e« bleibt ba^er nur noc^ bie Sebingung 10.) ju erffiOen unb 

biefe liefert wiebcr ben obem ©rcnjwert^ cp' (aM 14.). — Unb 

weil jiet6 ^^<9>' bleiben muf, fo fliebt bie ©leid^ung ^71 = 9' 

ober Cos(p'==0 ben unteren ©renjwert^ tjon r, nfimlic^ 

fpofitit) ] 
r = ±z,.iena*bemz^^^.^}iji. 

2)ie ©renjwert^e t>on z, ergeben fxä) aM ber ©leid^ung jwlfd^en 
bem Obern unb untern ©renjwert^ Xton r, ndmlic^ au* ber 
©leic^ung ^p==±z, fo bap alle SBert^e tjon z jieftt jwifc^^en 
— ip unb +^p liegen. 

e* fonbert flcb alfo ein ©tücf ber (Summe 2, ah, welc|fe0 
ouögebrucft iji burc^; bie Summe ber breifac^en 3ntegrale 



*) 9ftan ^at banad^ 

tp* = ilrc cof. ( • ]/r*-z*j ; tp^' - Are eos, ~^^ 

unb y , = ilrc co#. fl- ^ j , 

totm, tote bte6 iej^i getoo^nlid^ tft, unter ilrcco^.v ber fletnfle (im erfieu 
ober) im gtoette» Ouabranten Uegenbe f&c%tn ^txftanUn toirb^ beffett Jtoflnud 
(ben ))ofitben ober) ben ne^atit^en ^erü^ v i^at. 



204 ^^iH< Uefotit^. S. 34. 

ober aud^ 

3fi nun r>ip^ fo treten wieber bie Sebtttgunflen 6.) 
unb 10.) }ug{^i(^ auf, bie ^iSi gegenfeitig befc^r&nfen.* Sloti 
er^&tt ba^er n)ieber r, (aud 18) fo, baf, fo lange r <:r, x% 
loieberum bie obere ®ren}e t)on q>^ ^q>* (aud 14.) gefunben 
loirb, fo wie aber r>r, toirb, bann y, (au« 19.) aie bet 
obere Ovenjwert^) t)Ott q> fic^ ergiebt. 3)ie @Iei<^ung ^^tt = y, 
giebt bann ben aUergröfiten ©renjwert^ t)on r, n&mlid(^ 

r = jp. 

@o lange aber r jwifc^en |p unb r, Hegt, muf bo^ 
immer g)"<qp' bleiben; ba^r giebt bie ©leic^ung 
Cosq>** = Cosg>' abermate ben jweiten unteren ©renjwert^ r, 
(au8 15.), weI(Jber fflr z* = z'* (au6 16.) mit |p jufammen^ 
fäUt, außerbem aber fiet« z*>z'* t>oraü«feftt. 

@d fonbern fic^ ba^er nocb brei 2!^ei(e ber ®umme 2, ah, 
n>el^e audgebröcit {Inb burc^ 

»■••• /-..(X'CA.W*)-'" 

+/"c/:u>--)-">* 

wenn nur y, ^j, z', r^ unb fi genau wie »or^r befiimmt 
werben. 

^nä) biefe SRefultate B,, B, unb B^ ge^en bejfiflli(|> aud 
A, , As unb A4 Ijttoot, wenn man in leftteren audbrüden |p 



unb 



*) ^iu 9ltfttltat i^ Um %Ui^, toad au0 Ai i^ect^orge^t, toettti man 
bafe(b{i ^p {tau b fej^t, kote bte koUfUcl^e eub^itittioti fe^en Uft 
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• 

flatt b fe^t, weil iam (aue 13.) Cos(p'* = «nb g>"=:^n 
tt)irb, wd^renb pb In Jp* übergebt. 

Äommen W)iv nun ju t>en SBert^cn t>on qp, »eld^c <j7r 
ftttb, fo baß nun bic Sebinflung 10.) ni(%t me^r, baffir aber 
Wc ©cbtnflung 9.) au erfüBen bleibt, tt)d(^e jeftt mit bet Se^? 
binflung 7.) in gcgenfcitigen Äamjjf ttitt. 3Watt muß ju bem 
(Snbc wicbev bie bciben äudbröcfe jur fRt(t)Un in 7.) unb 9.) 
einanbet glcic^ fe^en, um benjenigen ©renjwertl^ r, t)on r, ju 
etl^alten, nämlicfi 



r,=+Vz^+(b-ip)% 
n)e(($ev fo ifl, baf, n>enn man nimmt 

r^r,, bann ^ziP^l.j/firTr 

[ein muß, — alfo baß 

für r<r, ble Sebingung 9.) aKein, aber 

für r>ra ble Sebingung 7.) allein 

)u erfüllen bleibt, n)eil bann fletd bie anbete jugleic^ f(^on mit 
erfüllt iji. IDiefet SBettl^ r, iji genau bevfelbe wie in 15.), n>eil 
(|p-b)^ =(b-^p)^ ifi. — Der au6 bev »ebingung 9.) ^er^ 
t)ot:ae^enbe Orenjwett^ q>' t>on q), ifi aber 



I 



20) Cos(p* = + — .|/r^-z* *), 

wa^renb ber au« ber Sebingung 7.) ^ertjovgc^enbe Orenjwert^ 
g)** tjon q>, au« ber ©leid^ung 

gefunben wirb unb berfelbe ijl, wie ber au« 13.). — ©o I^nge 
alfo r<ra iji, tritt ber ®renjwert^ q>* (au« 20.) t»on q) auf; 
fo »ie aber r^r^ wirb, tritt ber Orenjwert^ <p*' t)on q> ein. 



•) JDiefer SBettft jdou Coi(p% ifk \>en bem ©ett^e Coitf' tit 14.) fiM 
^UTd^ ba« IBot}ei<i{^en ))e?f<l{^ieben. 
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9tun i{l ahn anäf not^ bie Sebingttng 6) )u erfäUen, n&m 

Hd^ kic SBeWitflung Co^qp^l — — • 2)<* tt>it jeftt nur noc^ 

bic aBertl^e »on y ftabcn, föt »el(!(>e Co^y po^ti^y \ft, fo ifl 
biefe Sebingung aOemal (b. 1^. für leben 93Sett^ )>on 97) erfüllt, 

fo oft ^>1, b. ^. i'<jp ifl. — ©0 lange alfo r<jp 

ifl, fo lange bleibt q) but^ bie Sebingung 6.) unbefc^ränft, 
eben fo lange ifi alfo ^n bie' obere ®renje ber SBert^e t)on <p. 
— ©0 toie aber T:>if wirb, fo tritt biejenige obere ©renjc 
9)1 t>on q>, ein, weicibe gegeben ifl burdb bie Oleic^ung 19.), 
namlic^ 

19) Co^yi = l-iH, I 

welche bie Sebingung 6.) an bie ^anb giebt. j 

3fl alfo 
a) r^r^ unb glei^jeitig r<ip, | 

fo ge^en bie SBertbe t)on 9, t)on (p* an bie ju ^tt fort. 
JBiefer gatt tdtt ein 

1) wenn r^r, unb v^^^p b. ^. z^<ip*— (b— :iP)^ ift 
unb _ _ __ : 

2) wenn r<ip unb r^^^p b. ^. z^>|pMb-Jp)* ifl. 

3fi ferner 

ß) r^r» unb glei^jtitig r^^p, 

fo ge^en bie Sffiertbe t>on 9, t>on q>' an bid ju (pi fort. 

!Diefer gaU tritt ein, wenn r jwifc^en jp unb r^ liegt 
unb r,^ip b. l). z^^ip^-(b-ipr ifi. 
3fi aber 

y) r^r, unb glei^jeitig r<^p, 

fo ge^en bie SBSertl^e tjon y, t>on y" an bl« gu ^tt fort. 

Diefer gaU tritt ein, wenn r jwif^en r, unb ^p liegt 
unb wenn r^^^p b. \). z*<ip'— (b-^Jp)^ ifl. — ^ai 
man enbli^ 
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d) r>r2 mi flleif^geitte r^^p, 

fo ge^en We Sßett^e t>on f, »cn 9" an W« ju (p^ f)\n. 
SDicfcr gatt tritt ein 

1) mm r>r, unb r^>ip t>. 1^. z'^^p'^-Cb-lp)* 
unb 

2) wenn r>ip nnb r^^ip l). ^. z»^ip»-(b-ip)« ifi. 

. 3)le gäHe a. 1.), y.) unb (J.2.) feften b-|p<ip b. ^. 
b<:|p "ooxaia, m^\)alb man t)on nun an jtt)ei llnterfdDe }u 
betrachten ^at, efnmäl wenn b<fp unb bann, wenn 
b>|p tp. 

erjier UnterfaU. SBenn b<^p (aber noc^ >ip) iji. 
— Unter biefei* SSovauöfeftung werben afle [ec^6 gdUe er.— <J.) 
eintreten fonnen. Sejei(|jtten wir ber Äuvje wegen 

22) +Vip»-(b-ip)* bur* z", 

fo fliebt in bem gaDe a.), bie ©leic^ung Cosq)' = Cos^u = 0, 

fj)ofitit) 1 
ben SBert^ r = ±z je nad(;bem z < . > i|i, aW unteren 

©renjwert^, wfi^renb in aA.) r» al« ber obere ©renjwert^ 
. bagu fommt, unb gleidöjeitfg z"* ber grofte SBert^ \?on z^ ifl} 
bagegen ifi in er. 2.) ^P ^^ ^*^^^^ ©renjwert^ \)on r, xoh\!j* 
renb gleic^jeitig ,z"» ber flelnjie SHJert^ ^on z^ iji, unb ber 
anbete ©renjwert^ t)on z', au* ber ©leic^ung z* = r^»Smq>^ 
für ben größten SBert^ \n x>on qp, unb fflr ben grofiten SBert^ 
^p von r ^crt>orge^t, fo baß er = iP* *|i- 

©er gaU a.) giebt und alfo 3;^eile ber ©umme 2^ wel^e 
au6gebrä(ft finb, wie folgt, nämUc^ 

B, (aue a.l.)..- J^,(Jll{Jl'^^'^^^^^^ 

unb 
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B. (au« a.2.)'... fX[f^\ifr^'^'fV^y'' 

3m SaOe ß.) gelten bie SSert^e ))on 9), )>on 9)' an 6i6 au 
9>i ^in, — ble t)Ott r aber toon jp an bf« ju r, l^m, n)&^rent 
z"* bet Ileinjlc SQBert^ t)on z* ip. Der größte aBcvt^ t)on z* 
gel^t babei aud bev Sebfngunfl Ijewor, baf r^ ben aOergroften 
SBertl^ b+ip*) ^on r, nic^t öberfieigen barf, alfo au* *et 
©lelc^iuttfl r, = b+|p Obet Vz*+(b-ip^* = b+iP/ »el^e 

z* =pb 
(iefett. S>iefet 2;^ei( bet @umme 2, iß ba^et audgebrucft bur^^ 

"'- /-"vC«(X"(/>-4'")-'" 

+x""c/:*(/;''-44- 

3m gaDc y.) fle^t 9), wr\ q>'' an bi« ju Jtt, wa^venb r, 
Don r, an bi« ju ^p gc^t, unb z"* bet gröfte SBett^ »on z* 
iß. S>iefet 3:^ei( ber @umme 2, ifl ba^et au^ebnldt bur^ 



^•- /^'•(jcr(x*''^-^9')-4^ 



3m SaUe ^0 enblic^ ge^en bie Sßert^e t)on 9>, )>on 9" 
an bi« )U <jp, l^in, »Ä^renb in (J. 1.) bie SBert^e von r, \)on 
r, an bi* ju b-|-|p ^in gelten, unb bie juge^öriften SBert^e 
t)on z*, t)on z'" anfangen unb bid ju bem JBäevt^ t)on z« 
fortgeben ^ tt)e(((er aud ber SSetgleic^ung bet beiben ©tenjtDett^e 



•) m^ ß.) ift bet aneteröflte ®ett^ »on r, = -j~4? flir bcn 

fltBften SBettl^ t)Ott Coi y, toelci^er nad^ 7.) = ^^^ ift, «nb u>«((^et 
^_^^ , = ^1^''!^, tnoc^t. aWan etl^ält alfo ben a«ergr6ptf n fflert^ 
ijcn r, au< bet (&U\^\m^ r = _^^, , unb biefe giebt r = b-}- Jp. 



un^ 
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r^ unb b+|p von r, namlfc^ äu« Ux Oleld^ung 

z^ = pb 

liefert. — 3n d. 2.) bageßen ge^en bie SBert^c t)Ott r, t)Ott ^p 
an bi« ju b+ip fort, tva^renb glcicfcjeitig z''* ber gro^t? 
SBert^ i>on z* iji. — I)iefe beiben gdtle d.) liefern ba^er noc^ 
@tAden ber Summe 2, ml^t au«gebrö(ft fmb burc^i 

B. (au« d.i.)... f:^^,U7\/l>^'fy¥' 

tt)enn nur in Pr H^ B,o, qp' au« 20.), z" au« 22.), bagegen 
V"t 9if ^2 9 'i ßanj fo wie in Bj t>i« B^, i^re Sejlimmung 
finben. 

SWan finbet ba^er in biefem gaUe, too b>Jp, aber 
b<:|p gegeben ifl, 

II. J?f«dx»dy-dz 

= (B|+B,+B,+B,)+(B,+Be+B,+Be+B,+B,o). 

3n Br bi« B,o iji aber g>* = Are cos. (+ y Kr» -z A, 

in B| bi« B^ bagegen ifi y' = Jrc cos. ( - y Kr« - zM . 

3»eiter Unter fall. — SSJenn b>|p gegeben iji. — 
Unter biefer 93orau«feftung ifi b— ^Jp^^p, unb be«^alb fönnen 
nun bie gaUe a.l.), yO unb d.2.) nic^t me^r eintreten, weil 
z* nie negatto fein fannj bie Sebingung z^>ip*-(b— Jp)* 
(In ben göDen a.2., ß. unb ^. l.)f ^f* nun allemal v>on felbft 
(burc^i iebenSBert^ t)on z) erfüllt, fo baf z burdji biefe Sebin^ 
gung feine Sefcbrfintung erfäljrt. ,ÜJ?an erhalt bal^er jeftt au« 
a. 2.) ein ©tücf ber Summe 2^ wel^e« au«gebru(ft iji burc^ 

14 
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^iewuf <t^*ft rmm (<iue /J.) ein jwdte« ©ttitf bet Surame 5, 

3ule^t erhält man no^i (au9 (5. 1.) dn btitte« @tüd ber @umt»c 

fo fcaf matt J[e>t; wo b>5P ^orauÄgefeftt i|t, ev^äü 
m. --Sf.dx.dy.dz = B,+B,+B3+B4+C,+C,+C3, 

t\jo {n B, bie B4, ber SBcrt^ gp' au« 14.), in C, bl« C3 ba. 
jeßen ber SBert^ f* au* 20.) entnommen werben muß, fo ba| 

in B| W« B4, 9)' = ^cco*.( — ~Vr*— iM, 

In C, bie Ca baflegen g)' = Jrc cos. U — l^r*— zM 

genommen tioerben muß. 

anmerfung. SBir uberlaffen e« unfern ?efetn, bie auf* 
^aU au0 brm geontetrif<i^en €tanbptmfte ju löfen. — 3Rm mu$ 
bad tImbre]^ngd^^4}araboloib juerfl genau n)ie in bet anmerfung 
ju «. 33., in ^6t^^€kmfnt(^>en jerlegen, — baan ben 3n^rft 
eine« folc^en Äörpei^eiementc^ene; tt)el^ed an ber bur(^ r, y 
«nb z, gegebenen ©teile H liegt, geometrifc^ beredfinen, — bann 
a*et (tt)rfl burc^ r, y unb «z, jivei fol(^e Stellen gegeben jinb) 
tiefen 3tt^oIt mit P itnt mit P' muta^Iidren, um bie ^ajfen 
Ut (SIementdJttt an Wffe» beiben ©teilen M, ju ^aben, »on 
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benen bie eine tüdtwävfö bet gbene XOZ, bfe anbete ^mar» 
betfel&en ßbene liegt. — 9?un foHen aber je^t juet^ bie ®le# 
mtnt6)m an einanbet geteli^t mrben, ttjelt^e in einer unb bct^ 
felben, burd^ r gegebenen Äugel^a^e, unb jugleic^ in einer unb 
bcrfelben burt^f z gegebenen @bene liegen, — weld&e olfo ben 
(materiellen) ^rei6bogen bitten, in n)el(^em biefe Äugelflac^e 
unb biefe Sbene ftc^ fc()neiben. hierauf werben olle biefe Ärei^^r 
bogen, tvelc^ ju allen t)erf^iebenen Äugeln gel)6ren, bie nod^ 
l>im berfelben, burd^ z gegebenen dbene getroffen werben, — 
an cinanber gereift, fo baf man bie !0?affen t>on ben einjelnen 
©tftrfen bec bur(ft z gegebenen (materiellen) (Sbene erteilt, fo 
weit fle innerhalb be« *4'araboloibö liegen. ^nU^i werben alle 
biefe (materiellen) ebenen (»on ber !Dicfe dz) jum 5ßaraboloib 
felbfl an einanber gereift. 

ÜKan wirb jtdb babei uberjeugen, baß bie \3orjie^enbe ana^ 
I^ttfc^e 3^t:glieberung weit bequemer ift, alö bie geometrif(^e 
aiufftnbung berjenigen einzelnen 3'^eile beö ^araboloitö, bie ftc^ 
. iüxä) breifac(;e Sntegration gerabe auffüllen laffen. 

SBir wollen l^ier nur noc^ bie geometrif(^e S3ebeutung aller 
eingelnen im ^ßaragra^^en erhaltenen breifac^en 3ntegrate nac^^ 
weifen. 

3m erjien gall, wo b<:]p t^orau^gefefet iji, liegt bie 
©renj^Sbene, welche t)om Scheitel um b entfernt ift, ncä) 
UnU t>öm Srennpuuft F; unb e« fei B ber $uuft, in weld&em 
fot(^e bie ?l?:e OX fc^neibet. 2)a« breifac^e integral A^ brucft 
bie SKajfe be« Äugelfegmentö a\xi, welche« bie au6 F mit 
YO = \f, befc^riebene Äugel t)on bem Jparaboloibifcben Segment 
au«f4ineibet. !Den SRabiud ber ©runbflad^e biefe^ Äugelfegment^, 
beten 3Rittelpunft B ift, brörft ber SBertf) z' au6. — !Denft 
man ftc^ nun in ber gntfetnung z' »on YOX, jwei mit biefet 
lefctgebacfiten, parallele Sbenen Ei unb E,, unb benft man fic^ 
ßleicf^jeftig eine burc^ bie ©leic^ung 

14* 
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gegebene dgebraift^e gW(36e Ux t^letten Drtnung, fo fc^neibet 
Wefe jwiWen ben belten parallelen ebenen E| unb E^ ein 
©tütf unfete« ^ataboloibe au«, Yoüäjti Hnf« burt^i beffen Ober^ 
flicke, recb» abtx burcb ble ®renj*ebene feine t>oße Segtenjung 
finbet, unb bejfen SÄaffe bur^ ba« breifac^e Sntegtal A, aue# 
gebrädt ifi. 

SBa« biefe ^laä)t ber t^lerten Drbnung oberhalb bet (Sbenc 
E, unb untev^alb ber @bene E^ no(^ au6fcbnelbet, iji au^gc^ 
brfidt bur(^ A,. — S^ifc^en ber Slußenfeite biefer gldcbe ber 
t)icrten Drbnung (tt>el($e ba« jueril abgefc^nittene Äugelfegment 
linge be« ganjen Sogend, ben beffen Dberpcfte mit ber Sbenc 
XOY gemein \)at, berührt), ferner ber ring6 ^erum ge^enb ge^ 
bad&ten Oberfläche bed ^ßaraboloibd, unb ber ®renj*(5bene, liegt 
enblii^ noc^ ein ©tüd unfere« Äorperö, bejfen 9Wajfe burc^ A4 
audgebrucft ift. 

3)iee gilt natürlidji noc^, wenn b bicbt an ^p, b. })., wenn 
bie ®reni^(Sbene be« ^ßaraboloib« bid(;t an ben S3renn^)unft F 
l^inrüdt; e« gilt auc^ no^, wenn b = ^p, b. J|. wenn bie 
@renj^@bene in ben Srennpunft F l^inein rüdt. — ©eftt man 
ba^er in A^, A^^.Aa unb A4, b = ]p^ woburc^ jte bejüglic^ 
in B,, B,, B3 unb B^ ubergel^en, fo fte^t man fogleic^ bie 
geometrifcbe ©ebeutung biefer le^tern ^ier brei fachen 3ntegrale; 
— wie auc^, ba$ Bj+B^+Bj+B^ bie aJiajfe bee ?ßarabo^ 
loibe au«brü(ft, welche« t)on einer burc^ ben 93rennj)unft F, 
fenfred^t auf OX gelegten ebene E begrenjt wirb. 2)ie SWaffe 
be^ im jweiten gälte, in welchem b>^p ifi, jur Siebten 
biefer lefttgebac^ten (Sbene E liegenben Äorpevt^eil^ ifi alfo, im 
galle b<|p i|l, burc^ bie Summe 

Bs+Be+B7rl-Bs+B9+B,"o, 
im gaUe aber b>|p fein foKte, burc^ bie Summe 

au«gebrö(ft. 

Um aber bie geometrif^e ©ebeutung biefer lefttern einjef* 
nen breifac^en Sntegrale nad^juweifen, betrachten wir juerji ben 
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ctpen UnterfaD, In xocläim b<|p ^ovauegefefct tt>lrt. Denft 
man jtc^ In bicfem gaUe au« F mit tem Siablu« ^p M Ärelfe«/ 
in welchem tie ebene E »on bet Dberflat^e ^e« 5ßarabololb« 
flefctinltten i\)irt, — jur Siechten eine ^albfugel bef(tirieben, fo 
fc!^neibet ble ©Jrenj^Sbene ein ©türf ba^on ab, fo ba|i jwifc^en 
i^r nnb E eine Äugeljone liegt, beven jtvelter Atel« (In bet 
©renj^ebene) ben SRablud z" ^at. Denft man jtc^ nun ober^ 
l^alb unb unterhalb YOX, ebenen E3 unb E^ \>on YOX um z" 
abße^enb unb mit l^v parallel, bann nod& jwel ebenen E^ unb 
Ee »on l^r um |p abjie^enb unb mit ll^t jjaraHel; — benft 
man jttb fetner eine l^albe S^llnberfldc^e Z jtvlfcben ben belben 
ebenen E3 unb E4, tvelc^e t)on ber YOX In einem ^albfrel« 
gefc^^nltten wirb, beffen 5!Rlttelpunft F unb beffen SRablu« 
FB = b— :Jp Ifi; — benft man ftc^ enbll* no^ eine e^linber^ 
fldcj^e Z', welche mit ber tjorlgen, ble burdb F ge^enbe, auf 
YOX fenfrec^ite 2lj:e gemein \)at, unb ble öorgebac^te .^albfugel 
berührt, aber »on ber ®renj^ ebene mit ber .^albfugel juglel^ 
gefc^nltten wirb, fo baf ber au^erl^alb be^ Äßrper« llegenbe 
2:^eil berfelben nicbt In S3etrad&t fommt, wä^renb blefe e^llnber# 
fWdjie Z* oben unb unten bl^ jur Oberfläche be6 ^ßarabololb« 
fle^t, — fo brütft B^ bre 9Waffe bed e^llnber« Z au«, tt>ä^^ 
renb Bg ble SWajfe be« 9iepe« ber Äugeljone au«brüdt, fo 
weit fle jwlf^en ben ebenen E3 unb E4 liegt. S)er 
au^brurf Be glebt ble SWaffen ber unterhalb E4 unb ober^ 
^alb Ea no^ llegenben 9lefie ber Äugetjone; wa^renb B^ ble 
SWaffen ber Äor^^ert^elte glebt, weld^e ble e^linberflöc^e Z' un^ 
terl^alb E« unb oberl)alb E3 au« bem ^arabololb no(!b au«^ 
fc^jnelbet unb weld^e gur ©elte wn bem unteren unb oberen 
a:^eile ber 'Äugeljone, fo wie unten unb oben t)on bem unteren 
unb oberen ?^elle ber ^)arabololblfc^en Oberfld^e, begrenjt' 
»erben. 3)er au«brucf B9 glebt ferner ble 3Kaffe ber unterhalb 
E, unb oberhalb E» nodb übrigen Äotpert^elle; w&^renb B,o 
enbllc^ ble 5Waffe be« jwlfc^en ben ebenen Eg unb E4 no^ 
übrigen S^ell« be« 5ßarabololb« liefert. 
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9tm ifi aber an(fy wiS) bie Sebingting 6.) in erfäQen, nänt^ 

lf(^ bie SBeWnflUttfl Co^^^l — ^. Da wir jeftt nur no(^ 

We SBertl^e »on q> ftaben, för »elc^ie C'o^g) j)oftti^ iji, fo ifi 
biefe Sebingung nDemal (b. 1^. fär jeben 993ert^ \>on q>) etföQt, 

fo oft ^>1, b. ^. i*<|p ifi. — ©0 lange alfo r<|p 

ifi, fo lange Wefbt 9) burc^ ble Sebingung 6.) unbefc&ränft, 
eben fo lange iji alfo \7i ble' obere ®tenje bec SBert^e loon q>. 
— ©0 wie aber r>4p n)ub, fo ixMi biejenige obere @tenje 
q>i »on 9), ein, welc^fe gegeben ifi burdb ble Olel^ung 19.)i 
namltcff 

19) Co*9)| = l-^, I 

welc^ie ble Seblngung 6.) an ble ^anb glebt. 

3? alfo I 

of) r^r, unb gleldfijeltig r<|p, 

fo gelten ble SBertbe ^on 9, ^oon y' an bl6 ju ^tt fort. 
S)lefer gaO tritt ein 

1) wenn r^r^ unb r^^^p b. ^. z^<|p*— (b-^p)^ ifi, 
unb _ _ _ I 

2) wenn r<^p unb r^>4p b. ^. z^>ip*-(b-ip)« ifi. ; 

3ji ferner | 

/?) r<ra unb glel^jtltlg r^^p, 

fo ge^en ble SBertbe t>on 9), t>on 9' an bid ju q>i fort. 

Dlefer gall tritt ein, wenn r gwifd^en |p unb r^ liegt 
unb r.^ip b. I). z^^Ap^-~(b-ipr Ifi. 
3fi aber 

y) r^r, unb glel%ltlg r<^p, 

fo gelten ble SBert^e »on qp, \)Ott 9?" an bl« gu ^ti fort. 

3)lefer gatt tritt ein, wenn r jwlfc^en r^ unb ^p Hegt 
unb wenn r^^lp b. 1^. z*<ip'--(b-ip)* Ifi. — fyii 
man enblid^ 
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d) r^r^ unb gleic^jeftffl r^jp, 

fo ^ci^en ik aaSert^e t>on cp, t>on <p*' an bi« ju 9)1 ^in. 
liefet gaU tritt ein 

1) \x>em r>ra unt> r^^^p b. 1^. z«>ip*-(b-|p)^ 
unt) 

2) wenn r>^p nnb r2<^p b. ^. z'<ip*~(b-ip)^ l|i. 

. Die galle a.i.), y.) unb cJ. 2.) fe^en b-]p<ip b. ^. 
b<:|p t>orau«, we«^alb man \>on nun an jwei UnterfäÜe ju 
betrachten l^at, einmal wenn b<fp unb bann, wenn 
b>|p ifj. 

(Srfiev UntetfaH. SBenn b<|p (aber nod^ >|p) iji. 
— Unter biefer SSovau^fe^ung werben alle fec^e gälle er.— 5.) 
; eintreten Tonnen. Seael(*nen wir ber ^ürje wegen 

22) +l/ip»-(b-ip)^ bur* z'', 

fo giebt in bem galle a.), bie ©leic^ung Cos(p* = Cos^n = 0, 

fpofitit) 1 
ben SBert^ r = ±z je nad&bem z | . ? ifi, al« unteren 

, ®renjwert^, wÄ^renb in er. 1.) r^ al0 ber obere ©renjwertl^ 
' baju fommt, unb gleid^jeitifl z"* ber gröfite SBertl) »on z^ iji; 
' bagegen ifi in er. 2.) ^p ber obere (Srenjwert^ »on r, wd^^ 
renb gleidbjeitig z"' ber flelnjie SBert^ ^oon z^ ijl, unb ber 
anbere ©renjwert^ »on z^, au^ ber ©leic^ung z* = T^»Sing>^ 
für ben größten SBert^ ^tt t)on (jp, unb för ben groften SBert^ 
^p \)on r J)ert>orge^t, fo baf er = \p^ xft. 

!Der gall «.) glebt un« alfo S^^eile ber Summe 2, weld&e 
au«gebrä(ft fhib, wie folgt, nämlic^ 

B, (au* or.l.)... y!..(X'!(X'*'-^'^)-^'')-^' 
unb 
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B. (aue a.2.)'... fX{fl\{f^'^'^'f)'^y^ 

3m SaDe /}.) gelten bie 993ett^e ))i>n 9), )>on 9)' an btö ju 
9>i ^te, — bie t)on r aber \)on |p an bf« }u r, ^fn, tt)a^renb 
z"* bcr Ilcinjlc SQBctt^ t)on z* ip. Der größte SBert^ t)on z* 
gel^t babei aud ber Sebingung I)er^or, baf r, ben allergroften 
SBert^ b+iP*) ^on r, nic^t öberfielgen barf, alfo au« *et 
©leic^iunfl r, =b+|p ober Vz*+(b— ip^* = b+^Jp, »elc^fe 

z» = pb 
liefert. Diefer %\iA\ ber @umme ^, iß ba^er auegebruät butt|i 

3m gaOe y.) ge^t 9), t>on 9" an bie gu -Jtt, wa^renb r, 
Don r, an bie ju ^p ge^t, unb z"* ber größte SBert^ »on z* 
iß. Diefer 3;^ei( ber @umme ^, ifi ba^er ait»gebnl(ft bur^ 



^••" J^iiXl\fr-^'^'f)'^'h' 



3m SaUe d.) enblic^ ge^en bie Sßert^e \)on 9), loon 9)" 
an bid }tt q>i ^tn, n)a^renb in (5.1.) bie SlBert^e )>on r, \)on 
r, an bid )u b-|-|p ^in gelten, unb bie gugeprigen SBert^e 
t)on z*, t)on z'" anfangen unb bi« ju bem JBäert^ t)on z« 
fortgeben ^ tt)e(((er au« ber SSergleic^ung ber beiben ©renjtDert^e 



•) m^ ß.) ift ber aUn^xh^tt ®ert^ »on r, = -j-^ — flkt bcn 
fltÄftett SBertlJ t)Ott Cot y, xoü^tx nad^ 7.) = "^'^ tft, «nb u>«((^tt 
^^^^ , = ^_}^\ wad^t. aRait etljdlt alfo b«n a«trgtöfi te n fflert^ 
t^on r, wxt ber (S^Uid^ung r = ^ - ^^^ , , unb biefe giebt r = b+Jp. 



B, 


(aue d.i.)' 


mt 




B., 


(ou« d.2.) 
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Fj unb b+|p t)on r, ttamlfc^ au« ter ©leld^unfl 

z^ = pb 

liefert. — 3tt d. 2.) bagegen gelten bie aBertl^c t)Ott r, t)Ott ^p 
on bi« ju b+^p fort, wS^tenb gicicfcjcitig z''' bet größte 
SBert^ »on z* iji. — 2)iefc beiben gatle d.) liefern ba^et noc^ 
©tiefen ber ©umme 2, ml^c auagebrödt fmb burc^i 

toenn nur m B5 bi« B.or y' öu« 20.), z" au« 22.), bagegen 
9'\ Vit ^2 9 Ti ganj fo wie in B, bie B^, i^re Sefiimmung 
finben« 

SWan finbet ba^er in biefcm %aUt, tt)o b>|p, aber 
1><|P gegeben ifl, 

IL if*dx«dy»dz 

= (B|+B.+B3+B,)+(B,+Be+B,+Be+B«+B,o). 

3tt Bj bi« Bio iji aber g>' = Are cos. (+ — Vr^ -z A, 

in B| bl« B^ bagegen ifi 9' = -4rccoÄ.(-^y Vr^-z^V 

3tt)elter Unterfall. — SSJenn b>|p gegeben iji. — 
Unter biefer 93orau«feftung ifi b— jp>^p, unb bed^alb fönnen 
nun bie gille a. 1.), yO ^nb (J. 2.) nic^t me^r eintreten, weil 
z* nie negati\> fein fannj bie Sebingung z^>|p*— (b— Jp)* 
(in ben gäDen a.2., ß. unb d.i.), ip nun allemal »on felb^ 
(burc^i leben SBert^ »on z) erfuDt; fo baf z burd{i biefe »ebln^ 
gung feine Sefc^rfintung erfäljrt. .ÜWan erl^alt ba^er jeftt au* 
a.20 ein ©tücf bev ©umme 2^ wel^e« auögebrädt ifi burc^ 

14 
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— ®e^en tann bte SJert^ wn r lorittt, Y>on 4p an btt ju 
b— ^p ^!n, fo ge^en ixt Sßert^e «on 9), )?on an bid ju ^i 
l^in. — Oe^en enMtc^ tie SBert^e t>on r, t>on b— Jp an bi« 
2tt b+|p ^in, fo ge^en tie SEert^c loon y, t>on qp" an btt 
JU ^i ^{n. — gut alle SBert^e ton y, »elcfte <ri7r finb, 
erhält man alfo trei Jfteilc ker (Summe 3, nnfc biefe pnb 

tlnb }ule<}t iß 

IIL ^f.dx.dydz = G|+H, 

»enn nur b>|p tp. 

anmetfung. Die geometrlfc^ie Sebeutung biefer einjelnen 
breifac^ien 3ntegtale iji' bfe fofgenbe. 

3n I., ^t>o b<:^p i^orau6gefeftt \ft, unb wo ftcft bie ®tenj* 
ebene bee «ßaraboloibe HnW t>on F bejtnbet, briirft ba« etjte 
bteifac^e 3ntegta( ble SRaffe eine« ^gelfegmente au«, roüdot^ 
mit bem »abiu« |p aue F al0 3RltteIpunft, be[d>rieben iji, ben 
€(|ieitel berührt imb »on bet ®renj^(Sbene abgef^nitten wirb. 
Da« »weite bteifat^ie 3ntegral giebt aber bie 9Jfaffe bee Slejle« 
be* Rbtftx^, ber biefee Äugelf egment ringe^erum umglebt unb 
X}on ber |>araboIoibi[d^en Dberflö^e, wie tl^ellweife r>m ber 
©renj^Sbene gefc^loffen wirb. 

3n bem jweiten galle brüdt ba« erße breifac^e Sntegral 
in G, bie SWaffe einer ^albfugel aue, welc^ie au« F mit bem 
JRabiu« ^p befcbrieben iji, ben ©dl^eitel berührt unb welche 
>?on ber bur^i F, fenfredfet auf ÖX gelegten @bene E begrenjt 
wirb. S)a« anbere breifat^e Sntegral giebt bie Waffe beö Sleflee 
Mf t>on ber (Sbene E abgefc^nittenen unb }ur Sinfen (iegenben 
S^eiW bee ?ßaraboloibe. — 3n bem erpen UnterfaU, wo 
ip>b-ip, ' giebt ba« brelfad^e 3ntegral G, bie 2Raffe ber 



J 
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^albfugcl; xodä)t a\a F mit bem 9iatiu6 b-^Jp bcfc^riebeii 
ip unb tt>elc^e W ©renj^Sbenc beriil)rt. — !Dae anbete bveU 
fac^e Sntegral G3 giebt bie 9Wafl[e ber mit biefer Äuflelflädbe 
concentdfdjien Q<i)\6)t Coon ber 5)i(fe |p— b) gwifd^^n ber erfi* 
flebac^ten ^albfugel unb einer jweiten, beven gropter Äteld ber 
2)utc^f(!bnittMvei6 bei* (Sbene E, mit ber Jjaraboloiblfcben glac^e 
Ifi (welcher ben SRabiue jp ^at), fo n)elt biefe Äugelfc^lcftt 
nld^t rectite fiber bie Orenj^Sbcne ^inau6ragt. 5)a« 
leftte brelfadb^ Sntegral G4 giebt bann bie SKaffc be» fRtM 
unfere« Äorper«. — 3n bem jweiten UnterfaH bagegen telcfft 
bie Aber E (iegenbe «!g)albfuge(, beren StabiUd ^P iftf nic^t 
(rechte) fiber bie ®renj^(Sbene ^inau«. !Da^ erftere ber 3ntc^ 
grale in H giebt i^re SKaffe. — 3)ann ifi mit bem 9labiu« 
b — :Jp eine concentrifcbe Äiigelfl[a(ie ju befcbreiben, tt)ef^e bie 
®renj*Sbene berührt, aber feine tjoüftänbige »gjalbfuftel me^r ifi, 
in fo ferne fte [x^ ring« ^erum nicbt me^r an bie (Sbene E, 
fonbern blo« no(^ m bie paraboloibifc^e Dberpddbe anlegt. Die 
aWajfe ber, jn>ifcten biefer unb ber t)origen Äugelflac^e liegenben 
®4>i(^t Qoon ber 5)ide b— |p) ifl nun burc^ bae anbere bet 
integrale in H, t^orgepellt. — 2)ae britte biefer (breifa^en) 
3ntegrale giebt aber bie SKajfe be» 9tejle« be« Äörper«. 

8. 37. ^vocitt allgemeine Aufgabe. 

Sö^rt man jiatt ber brel SSerSnberlic^en x, y unb z brei 
neue SJeränberlic^e r, y, ö ein, mittelfi ber brei ©leic^iungen 

1) x=Gr,^,9, 2) y = Hr,^,e unb 3) Z = Kr,^,j, 

tt)0 6, H unb K brei beliebige ^unftionen "oon v, q> unb S 
tjorfietlen, fo ^at bereit« bie „aSorbereitung" im §. 14. ^inrei^ 
c^enb fe^en laffen, baf unb n)arum man einen ber neuen 
SSerinberlicben nac^ bem anbern einfahren muf. 

eiiminirt man alfo juerfi q> unb e au« ben brel gegebenen 
©leic^ungen, unb erhält man baburdb 

4; X = Xr,y,,, 
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tDO Xr.y^ eine gunftion \>ott r, y unb z (o^ne x) tyerfteffi, 
fo ^at man lunaä)^ 

dx = 8zr*<ir 

5) 3f.dx.dy.dz = -Jf.8x, - dr-dy.dz *). 

hierauf fu^vt man ftatt y, ben neuen SSetänterlt^en if 
ein, baturc^, ba^ man aud ben Gleichungen 2.) unb 3.) ß tiU 
minirt, alfo etwa 

6) y = yr,^^ «nb dy = 9y^.dflp 

finket, »0 yr,^.E eine gunftion »on r, y unb e (o^ne y) vor* 
{teilt. 2)ann er^äU man 

7) 3f.dx.dy.dz = -Sf.9xr.Öy^»dr.d5p.dz**). 

3ule^t erjl trirb ber britte neue a3etanberii(^e jiatt z, 
eingefübtt, mittelft ber Oleic^ung 3.), »elc^e dz = 9Ke.dö 
liefert; unb man \)at bann fc^lie^Iic^i gefunben 

8) :S'f.dx.dy.dz = Jf.axr.9y4..9Kfi.dr.d5P.d^ ***), . 

tvÄ^enb bie ©tenjbebingungen )n)if(^en x, y unb £, in bie 
neuen Grenibebingungen gn)if(^en r, 9> unb ^ übetgel^en, toenn 
man in erfteven ftatt x, y unb z bejägli^ bie gunftionen von 
r, (p unb (au^ 1.-3.) fubftituitt. — !Diefe Orenjbebnu 
flungen finb aber in biefer allgemeinen Slufgabe 
gan) beliebig gebacbt. 

"^wx fann fttb bie ^etßellung ber ©leid^ungen 
4) x = Xr,y,x unb 6) y = yr,^ erf^jaren unb ba« ^Probuft 



*) SP öx^ negotii, fö muß auc^ dr negatb 9el)0^t h)ett)en^ ba 
öx^.dr (=dx) liet« ^offtl» gebat^t tt)ort>en ifl. 

*•) SP 9xy-dy^ negatb, fo mug aii(^ dr.dy negatlö gebadj^t teerten, 

dx,.djr^«dr*d(/> (= dx.dy) {l^d )}«ittio gebadet morten i^. 

•••) Sil ÖXj.öy^'ÖKj maatiö, fo m«f att(^ dr.dyd« negatb gebaii^t 
»etbcn. 
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»Xr*8y^*8Kö biicft in ik g^getenett ^nnhismtn 6, fi unb K 
an^\^xti)zn, — ti)enn man fonil »UI. — 3)euft man jtd& nÄuu 
Ud^ aud ten beib<n ®Iei<l^unQen 2.) unt 3.) tp unb ^ in r, 
y unb z auÄgeträdt, ß'efunben, unb blefe gunftJonen üon 
r, y unb z, in bie Oleid&ungen 1.— 3. fiott q> uitb Ö fubjMtuivt, 
fo iji bie ©leidbung 1.) feine ontete afö bie 4.), wa^renb bie 
©leic^ungen 2.) unb 3.) gleid^jeitig ibentlfc^ie Oleidtunflen wer* 
ben, nSmlic^ in y=j unb z = z überfle^n. 2)ifferenjiii't 
man ba^er biefe 3 ©teic^ungen 1.— 3., unter biefer fBeu 
aus fe^ung, nad) aUem r^ fo erhält man 

(aue 1.) ... 9) ÖXr = 9Gr+8G,^-99?r+9Ge.9ör 
(au« 2.) ... 10) =x 9H,+9H^.99)r4-9Hö.9ör 
(auö 3.) ...11) = 9Kr+9K.^.9(Pr+9Kr9(9^ 

©Hmtnirt man nun ^vA biefen lejtern brci ©leic^itmgen bie tetben 
Ableitungen Bq^t unb 90,, fo er^iölt man 8xr unmittelbar in 
bie gegebenen gunftionen G, H, K audgebrficft, b. ^. in bereu 
Ableitungen nac^ r, q> unb 0. 

3)enft man fid^ ferner au6 ber 3.) ^ in z, r unb q) an^^ 
gebrüdt gefunben unb biefe gunftion "oonz, r unb q) jiatt 
z, in bie 2.) unb 3.) fubfiituirt, fo ift bie 2.) feine anfcere 
me^r afö bie 6.), tt)ä^renb bie 3.) gleic^jeitig in bie ibentifd^ 
®Iei(J?ung z = z übergebt. .3)tfferenjiirt man nun biefe beiben 
Oleic^ungen, in biefem ©inne flebac^t, m^ altem q), fo er*^ 
^alt man 

(au« 2.) ..• 12) 9y^ = 9H^+9Hr9ö^ 
(au« 3.) ..• 13) = 9K^+9Ke . BS^. 

SBirb nun au« biefen beiben ©leic^ungen dO^ eliminirt^ fo ^at 
man dy^ gefunben. 

SDiefe festere Elimination gefc^iel^t baburd^, baf bie 12.) 
mit Ms, bie 13.) aber mit 9He multt))licirt unb bann ba« left* 
lere SiefuTtat x>m erfierem fubtra^irt n)irb. !Die8 giebt fogleifij; 

14) 9y^.9K9 = aH^.9Ktf-^aH^*8K^ 
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2)te oben etn>a^nte (Sßmmatton (aud 9.-11.) gefc^iel^t am U^ 
quemflm baturc^, bap man W 9.) mit p, Vit 10.) mit q, tic 
11.) mit n multtplicirt itnb btc Strfultatc )üfammen aWxxi, )u^ 
(c$t aber tie unbefKmmten %aUoxtn q itnb n batur(^ befitmmt, 
baf mon in bem festen Siefultat bie ^oeffiiienten t)on d9>, unb 
80r, bet 9lnU gletd^ fej^t, tt)ä^Tenb p bann no(^ na(t^ Selieben 
angenommen n)erben fann; — bied giebt 

15) 9xr .p = p*dG,+q-8H,+n.8Kr 
unb 

16) = p.9G^+q.ÖH^+n.Slf^ 

17) = p.ÖG^+q.öHö+n.ÖK«. 

(Sliminirt man nun aud ben betben (entern ®(ei($ungen alwt^* 
felnb n unb q, fo finbet ftc^ 

18) = p.(ÖG^.8K,-ÖK^-SG0+q-(8H^-8K,-SK^.öH,) 

19) = p.(8Gr8H^-8He .8G^)+n.(8H^.8Kfi-8K^-8Hfi ). 
92immt man nun 

20) p = 8H^.8K,-8V8H, = 8y^-8Kö (na<^ H.), 
fo finbet jtc^i baju 

21) q = 8K^.8Ga-8G4.-8K, 
unb 

22) n = 8G^.8H(, - 8H^.8G« . 

2)ie ®(ei(^ung 15.) giebt nun o^ne SBeitereft 

23) 8xr.8y^.8Kj = (8H^-8Kj - 8K^.8Hfl ) - 8Gr 

+ (8K^.8Gö - 8G^.8Kö )-8Hr + (8G^.8He - 8H^.8Gö).8K, 
= 8Gr»8H,^«8K$ — 86r»8K,^»8Hß -t-8Hr*8K^»8Gö — dHr*dG<f>«8K9 

-[-8Kr»8G,|,«8Hö — dKr*dH4f,*d60 *), 



•) ^iefe« 9lefttltat faitn mati, toie folgt, auf mt^ani^^m ffiege l^et« 
fidlen. fOtan bcnft fld^ G, H, K int itreife gefd^rieBen, tann nimmt man 
{eben Ux brei ^ud^ßaben }U(r^, unt bie im jheifc folgenden (eiben anbem, 
erfl in i^rer £)rbnung unb bann vetfej^t; gule^t fej^t man in ieber bieftr 
9ncTbnnngtn itbem bieftr SBi^^aBen bae d J^tx, bie ^ud^ftaben r, g*, 9 
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tt>el<i6em 8lu«bttttf fibttflen« noä) ein ± ^t\6)tn y^otgefeftt werken 
rauf, mxl iai eben bef^ttebene SSerfa^teit bev (Sinfö^rung »on 



abet ftet« in bcrfetben Ptbnung red|tö ttnteti an; bic ©Uebet felbfi aber mit 
abmeci^fetnbem ^orgeid^en. 

)^&{t man bie brei einfad^en algebtaifd^en ©leid^^ungen 

aiX+b,y+CjZ = d| 
aax+bay+c,z = da 
«3X+bay+C3i = d3 

nad^ X, y unb z algebtdfd^ auf^ fo er^&lt matt für x, y uttb z brei 93rud^^ 
formet! , bie eittett gemeittfd^aftUd^ett 9lentter l^aBett, toeld^er bie ^etermi^ 
ttante gettannt toirb. ®e^t matt ttutt itt biefer 5Determiitattte 

flatt ai, b,, c, , aa, bj, Ca, a„ bj , Cg,. 

bejüölid^ 8G,, 8G^, 8Gg, 8H,, ÖH^, ÖHg/ 8kJ, 8K^, 8Kg, 

fo er^dlt matt benfelBeit obigeti Sluöbrud ^ fogar aud^ mit bem =t Seid^eti, 
toeil biefelBett ötud^formett , bereit gemeinfd^afttid^er 5Wettiter bie 2)etermiitatite 
genattnt tojirbe, — il^reti Söertl^ nid^t dttbertt, toeittt man alle ©lieber in 
beti 3^tern unb im Slenner, mit bem entgegengefe^ten Sorgeic^n nimmt; 
fo bag ed bon ber Slrt ber ^ludfü^rung ber 9(uPfung ab^&ngt, ob matt ben 
einen S'lenner, ober benfelben, lebe« ©lieb aber mit bem entgegengefeftten 
SBorjeid^en berfel^en, erl^&lt. 

SBenbet man n&mlid^ anf bie Slnjlbfung ber brei borfiel^enbet^ ©lei^nn^ 
gen bie 9Wetl^obe ber aWuItiblifatoren an, b. 1^. multitjlicirt man bie erflere 
©leid^nng mit P^ bie anbere mit Q, bie britte mit N, abbirt man bann alle 
brei ©leid^ungen, unb fe^t man bie iloefftgienten bon y unb z, ber S^lull 
gleid^, fo {!nbet fid^^ g. 99. ber J(oef{lgient t)on x, alfo bie ^Determinante D, 
föfort, n&mlid^ 

1) D = aiPH-aaQ+a3N, 

gnr ^Be^immung bon Q unb N aber 

2) = biP-j-baQ+baN, unb 3) = c.P+CaQ+CjN, 
lo&^enb bie ©leid^^ungen 15.-17. M Ztxtti biefe pnb, ndmlid^ 

4) öx,.p = a,p+aaq+a,ii 

5) = bip+baq+bsii unb 6) = c,p4-Caq+Caii. 
^nttnt alfo bie 2.) unb 3.) 

7) Q = wP unb 8) N = wT 

liefern, gel^t au6 ben ©leid^ungen 5.) unb 6.) 

15 
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Drei neuen SetAn^etUc^en, (einen na^t bem anbem) mify bm 
StH)i )>erf(i^iebenen SInotbnungen tiefet (entern gefcfie^ fann 
unb bann bretmal baft tjorfie^enbe 3lefultat, brcimal aber jwac 
baffclbe SRefuItat erhalten wirb, aber iebe« einjelne ©Heb mit 
bem entgegengefeftten a3orjei(t^en. — (S« mu^ bann, w>entt man 
dr, A(p unb Aß ßeM )>ofttit) nimmt, t>on bem ± Sorjeic^en ba^ 
ienige jiet6 genommen werben, welc^ieft baft obige 9xr*9y<^*9K« 
)>ofitit) ma^t, innerhalb bec jiebetfmaUgen ®ren)n>ert^e t>on 
r, 9 unb 0. 

9lan ^t Abrigene nun 
(0)... 5f,^^.dx-dy.dz = 

^±f(,,^,ö).(ÖG,.9H^-8Kö-8Gr.9K^.ÖHö+8H,.9K^.aGfl 
-9Hr»9G4».9Kö+9Kr.öG4,-9H<>-9Kr-eH^^9G0«dr.d9).dÖ, 



9) q = wp uttb 10) n = w'p 

l^eti^or^ too w in 7.) mib 9.) ein unb betfelbe SS^ertl^ iji, eben fo V in 8.) 
unb 10.). — SB&l^rcnb alfo bie ®Ui^mQ 1.) nm 

11) D = (a,+a,w+asw').P 
liefert, liefert bie 4.) 

12) öx, • p =K«i+a«w+aawO'p. 

klimmt man olfo noc^ P = p unb ^tt p ben inenner ber ^9htMt w unb 
V, fo »irb 

13) D=:dz,*p. 

9llhilti)>lic{rt man oBer nim bie ©leidjfungen 12.) unb 13.) be« %tfit€, be« 
ifigUdif mit a unb ß, — abbirt man felbtge unb fe^^t man ben ^oefff^ientett 
von B9^, ber 9hsU gleidjf, fo erl^&It man 

14) öy^»a = b,a+ba^ unb 15) = c,a+C8/f; 

unb ba in biefen (Bleidjfungen bie j^oefftgienten )>ctt a unb ß begügUdjf bie« 
felBen finb, »ie in 5.) unb 6.) bie »on q unb n, unb ber gemeinfdjfaftlidifc 
9tenner p, t>on w unb w' ber j^oefftjient ift, ben q annimmt, toenn man 
au€ 5.) unb 6.) n (mittel^ ber a^et^obe ber aRuItt))Iiratoren) eliminirt, alfo 
audii ber J(oef|{)ient )>on a, totrm man ß miütlH berfelben S^et^obe eliminitt^ 
fo baf biefer J^oeffE^tent feine Srudj^form annimmt, fo er^&lt man l^ieran« 

16) P = Öy^*c,, alfo (Ott« 13.) D=:dz^.dy^.c, ^dz^.dy^.asg, 

koeldjfe^ nadjfgutoeifen loar. 
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xomn f(,,<^,o) ba« bedeutet, n>ad ava fx,y,z ^otge^t, fobikl^ 
fiatt X, 7, z bejägUdff bie gunftionen 6, H, K t)on r, q> m(t> 0, 
flefeftt wctben, unb wenn t>ie ©renjbcblnflunflcn ^iniufleffiflt 
werben, weld^e aM ben füt x, y «nb z t)ot^anbenen ®venj^ 
bebinflungen, — welci^e übrlßend in btefev allgemeinen 
aufgäbe ganj beliebig gebadet finb', — ^ert)orgel^en, 
baburd^, baß in leiteten fiatt x, y unb z, biefelben gunftionen 
G, H tinb K fubfHtuirt n>etben. J)abei ifl \)on bem (+) ober 
(— ) 93orjeicl?en baöjenige ju nehmen, »eld^ed ben gaftot "om 
dT*Aq}*de j)ofltit) mac^t, bamit man dr, dy .unb dB, jebe« 
einjeln ebenfalls jiet^ ^ofltit) fic^ benfen fönne, weil leitete« ba« 
bequemte iji, 

8. 38. 
SBenbet man bie6 auf ben San an, wo 
1) y'+z'<px unb 2) x<b 

bie gegebenen ©venjbebingungen ftnb , unb fiil)tt man ^iet bie 
btei neuen JBevdnberiic^en mittelji ber ©leicbungen 

3) X = :ip +r«Co* (p = Gr,4»,e , 

4) y = x*Sinq>»Cos,B == Hr,^,,^ 
unb 

5) z = x*Sinq>*Sin 6 = Kr,«^,e *) 

ein, fo wirb 

&Gr = Cos g>, 86^«— r.Si»9) unb 8Gd = 0, 

9Hr = Sin q>*Cos 6, 9H^ = r*Cos q)*Cos 6 unb öHg = -r-SZ/i y*Sia ö, 

8Kr = Sing)»Sm 0, ÜK^ = v^Cos q>^Sin unb ÖK^ = r^Sin (p^Cos B. 

9Ran l^^t ballier ie^t (na^ S. 34. O) 



*) JDiefe OUidSfungett laffen feigen, einmal bag r Bio« ^)oftti» (oberSihin) 
genommen toerben barf, toenn man q> jtoifc^en unb n, bagegen 9 jioifd^en 
unb 2n nimmt; toeil bann y unb z alle reellen, unb x oHe ^jofitiven 
SBert^e et^atten fönnen, bie ij^nen jufommen. — iDie votl^anbenen Otenj^ 
bebingungnt toerben ober !&nnen bod|^; biefe ^eri^e nod^ ItS^xhnUn. 

15* 
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6) ^f«dx«dy*ds = 2(({t,^,9)-T* 'Sin qi^dr^dip^dß) , 

vMjittni bie Ormjbfbingungen 1.) imb 2.) in tiefe Aberge^en, 
n&mli^ in 

7) r*-Sm9*<|p*+pr.6b*y unb 8) |p-f-r*Co*y<b, 

toclc^e gon) imbefc^tänft laffen, fo baf , bamit au« 4.) unb 
5.) y unb z aOe reellen SBett^ erholten, ^ Don bie 277 
genommen toetben mit#. — Slbbitt man gut 7.) auf beiben 
@eiten r^^Cosg^^, fo etgiebt (tcb 

9) T^^i^9+T.Cosg>)\ 

ober, ba x b. ^. iP+r*Cb*9>, alfo au(^ ^p-fr^Cb^y Pet* 
yofltit) iß, 

10) r<Tf+r*^*y; ^ 

ml(^e Ungleichung, in fo ferne i—Cosq> aOemal ^ofittD \% 
auc^ no<^ äberge^t in 

!Die {u erföDenben Sebingungen ftnb alfo bie 10.) f ober 11.), 
(ml(^e an bie ©teDe ber 7. getreten ifl) unb bie Sebingung 8.), 
wtlä)t fo gef^rieben toerben fann, namlic^ 

12) r»Co*9)<b — |p, 
unb roAä)t äberge^t in 

= b— -^p 

13) '<-cöJ^' ^^ '^"fl^ ^^^'^ VofitiD, 
aber in 

== b— Ap 

14) ^> r^ I fo l«nge Co^g) negativ ifl. 

ttOS (p 

@ummirt man nun juerfi ffir fonßante SBert^e t>on unb 
q>, unb ffir aDe Sßert^e Don r, fo tonnen fi^, fo (ange Cosip 
^jojltiD iji, bie beiben ©ebingungen 11.) unb 13.) wiberfpre^en, 
unb man mufi ba^er nehmen 
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bagegen ^ 

wä^tenb iebeemal C059 pofitit), alfo q> im etpcn Cluabvam 
ttn »otauögefcftt Iji. 

3fi aber Cos<p neflatto, fo jlnb bie ©eblnflungcn 11.) (ober 
15.) «nb 14.) einfad&-8U erffiffcn. 

©udbt man ba^ct bcn aBertl^ q>' t)on (p, weld&et 

l—Cosq>* Cosq>* 
mati^t, unb fät n)el4ien ^tevau6 

17) go^y^^ ^7|P ober (p*^ Are cos. ^7JP 

gefunben n>itb unb njeld^ev bcö^alb Im ccjicnCluabtanten liegt, 
n>enn b>|p, bagegcn im jtioeiten, wenn b<|p fein 
foHte, fo folgt, baß man t)on nun ab gwei gdtle untetfcfieiben 
muf , nämüc^ einmal, wenn b>|p unb bann, wenn b<:^p 
gegeben ifi. 

ßrjiec gall. — SBenn b>ip ifi. 
3n biefem'gaHe iji Cosq>* ^)ojltit), unb für alle SBert^e t)on y, 
n)el($e jtoifc^en unb y' liegen, iji bie SBebingung 16.) aBeln 
ju erfüHen, weil füt alle biefe SBertl^e, Cosq»Cos(p\ folglidf^ 

b-iP ^ b-iP jj^^i^ _iP_>_iP_ 
Co* 9 Co3 q>* ' 1— 6b* 9) l—Cos q>* ' 

ber größte SBertl^ ^on r ift. — pr alle SHJert^e t>on y, t)on 
q) = (p* bi^ g> = ^7t, iji bie Sebingung 15.) allein iu erfüllen, 
unb für aBe SBert^e von y, welche jwifd^en ^n unb n liegen, 
unb für weld^e Costp negatit) wirb, iji bie 93ebingung 14.), 
alfo 120r ^on \^V)ix erfüllt, folgli^ wieberum bie SBebingung 10.) 
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ober 15.) aMn ju erffillen; fo ia^ für aDe aSertl^e t^on g>, 
totl^t jtoifc^ 9>' unb ^ liegen, 

bet fltofte aSJett^ y)on r, iji. — Der abfolut Heinfle SBert^ 
\)Ott r, erfüllt auferbem aDe SBebingimflen, — 3n biefem gaUe 
^at man a(fo 

wenn ^' auft 17.), fi unb r' aber au» 18.) unb 19.) gefunben 
werben ♦). 

3weiter gall. — 3Benn b<|p ift. 
3)ann jelgt ble 55eblngung 12.), baf Co$q> nur negatte fem 
fann, unb bie SBebinflunfl 14.), baß r>ri fein mfiffe, wa^ 
renb bie aebingunfl 11.) r<r' liefert !Die gBert|>e t>on r 
liegen alfo badinal alle )n>if^en bem fleinfien r, unb bem gtif# 

ten r'. - IWe Olelc^xmfl r' = r., b. ^. j-^ = ^P, 

fliebt ben fleinjien SBert^ 9', ben g) jeftt ^aben fann, ba för 
nocft Heinere SBSert^e »on 9, offenbar Coaq> (weil negativ) an 
fic^^ (b. ^. abgefe^en t)om SSorjeii^en) aud& Heiner, ber Cluotient 
r, ba^er grofer ate ber Duottent r' »erben würbe, wa6 gegen 
bie t)orjie^enben Sebingungen ifi. IDiefer SBert^ 9?' wirb alfo 
wieber au» ber ©leic^^ung 17.) gefunben. 6» flnbet ^^ bal^er 
in biefem galle 



*) ^el^anbeYt man bie Slufgobe ou^^bem geomettif(i|^en ®e(id^ta)>nitfte, 
fo etl^&It xaaxi bad Uj^tm breifadjfe 3ntegral ale bie S^aife bed ^egtl^, bet 
feine ©jji^e im Jörenn^jutifte F, feine Orunbfiäd^e' aber, beten S^abtitf 
= ypb i^, in ber, baö UmbtelöM«0**?«aBoloib Begrenjenben, Dem @d^ettel 
nm b entfernten Sbene, i^at. — 5)a« erflere breifadj^e Sntegral f!nbet ^^ 
ö!ei(i^§eitig aW ble 3Jlaffe be« ^oi^tf ör^ier« , ber »on ber ^jaroboloibifd^en Unrs 
bre]|und0(t&4e nnb bem aRantd bea i^oigebadjften j^egel^ Begtengt i^ 
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II. 2f.dx.dy.dz = H^l Hif]^ hr.'^fi) *^^*Sm 9)*drVdqpVd<?. 

3ln beiben $äDen I. itnb II. fann bie ^ntegtation nad^ <?, ba 
fie )n)if^en fonfianten ©renjen ßatt ^at unb bie ©tenjen bet 
äbrifim Sntegrde, i^on ebenfaQö gart} unab^ängifl (nac^ 0, 
fonflont) jtnb^ frü^t obet fyater erfolgen, entwebev wie oben 
gefc^e^en, a(0 britte, aber m^ a\i jtoeite ober erfle. 

§. 39. 

8ä|it man aUed toie im Dotl^erge^enben t. 38., — wiQ man^ 
aber juerji für fonfiante JBertl^e t)on r unb B unb für ade' 
SSert^e von 9 fummiren, — fo mup matt }unä(^ft ben }u er^ 
füKenben ©renjbebingungen 10.) unb 12.) bfe nac^fle^enbe gorm 
geben, mmWii 

20) Co^g)^!-^ «nb 21) Coa(p% ^"^^ . 

a)ie 20.) ifl aOemal erfüHt, fo oft ^^2, b- l). r^lp i|i, 

weit jeber Äojinu« größer aW (ober gleid^^) -1 ifl; ble 21.) 

bagegen ifi aBemal erfüllt, fo oft ""^*^ >1, b.^. r<b-jp 

ifl, weil fein ^ofinud großer ali +1 wirb (fo lange mmliä), 
wie l^ier, nur reelle SBertl^e »on q> voraudgefeftt werben). (Sä 
finb alfo beibe Sebingungen allemal erfüllt^ fo oft 

r<ip unb gleichseitig ip<b--ip, b. Ij. b>^p 
ift. V 

(Srfler gall. — SBenn b>^p ifi. 
3tt biefem gatfe ^at, für leben fonfianten JBert^ t>on r, ber 
gwifdjfen unb }p liegt, cp leben SBertl^ t)on bie tt, well bie 
®renjbebingungen blefe SBert^e gar nid^t bef(^>r4nfen. (56 fon^* 
bert fic^ ba^er t)on ber @umme 2, ein S^l^eil ab, welc^ier auÄ^ 
gebrücft ifi burc^ baÄ breifadbe 3ntegral 
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in n)el(^em 3ntegra(, ia aüt ®ren}en »on im SSett^en bct 
öbtigen 93etanberlid^en gart) unabhängig fln^, bie Otbnung be6 
Sntegtiren« ^anj beliebig ifl. 

©0 wie r>ip »Itfe, ifl ber Heinjie SBert^ Cosq>'* \>m 
Cos(p, avA ber Sebingung 20.) gegeben bur* bie ©leid^ung 

22) Co*9)<' = l-^i£ ober (p** =^ Ärccos.U-^V 

rot\6)t ®Ieic(;ung ben gtoften Sffiert^ q>** liefert, ben 9 jeftt 

< 



^aben fann. — gür r = |p, »itb q>" = ^ttj für r^^p 



(aber r>ip) wirb bagegen <p''^-i^* 

8luf ber anbern Seite bleibt, nac^ ber Sebingung 21.), ber 
Jffiert^ t)on 9 ganj nnbefd^rfinft, fo lange noc^ r<b— |p i|i; 
alfo fonbert jic^^ nun ein jweiter 3!l^eil ber @umme 2, ab, in 
weli^em bie SBert^e y)on r, jwifc^^en |p unb b— ^p liegen, unb 
bie ju.jebem fonjiant gebacä&ten (folgen) SBert^ von r, gel^origen 
SBert^e t)on gp, t)on bi^ 9)" ge^en, weil (nac^ 20,) Het« 
Cos (p^ Cos (p** fein mu^ 2)iefer JE^eil i|i au6gebrü(ft bur<^ 
ba6 breifadbe Sntegral 

wo (p** bie bur(](> bie ®Iei($ung 22.) gegebene gunftion »on r, 

{jweitenl 
erßen I ^"^^^^J^*^" '^^9^ 1^ nac^bem 

3)ie Sffiert^e von r fonnen aber aud^ no^ 3Wif($en b-{p 
unb b+^p liegen, weil, wie wir bereite im vor^ergel^enben 
^aragrapl^en gefe^en ^aben, b+iP ber größte SBert^ ifl, ben 
r über^au»)t annehmen fann. gär jeben biefer SBert^e von r, 
^at 9 a\x6i eine untere ©renje q>^ , weld^^e nac^ ber Sebingung 
21.) gegeben tji bur(^ bie ®leic<)ung 
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23) Cosq)^ = — m^ otev y^ = ^''c co^. — ""^*^ ^ 

unlb toel^e (in itnferem ie^igen etfien Sau) fletö im etften Oua^ 
tränten liegt, weil b—\p ^ojltlt» i|i. !Dec 9iefi feec ©umme 
^, iß ba^et au^flebtötft l)ur* l)a6 breifad^e Sntegral 

^•••' So\f^-^'{S^. f(,<,,,).r^.Smg).dg)).dr).dö. 
a)'ie Summe bei brei Si^eile A., B. unb C. ifi nun bet 
»erlangte Slu6brucf, fo taf man ^at 
III. -^f.dx.dy.dz = A.+B.+C. *). 

3»eiter gall. — SBenn b<ip ijl. 
3n biefem gaUe enthalt bie SBebingung 21.) einen SBiberfpruc^i, 
fobalb r<:Jp-b iß, weil bann Coaqxc—X werben mü^te, 
wa0 nie m5g(ic^; ba6mal ge^en bie SBert^e t)on r alfo nicfit 
nie^r bi« ju ^in, fonbern fangen mit :Jp— b an unb ge^en 
biÄ ju b+-Jp ober ip+b fort. 

3n biefem gaBe bilbet ft* au6 ber Sebingung 21.) bie 
untere ®renje 9, wieber genau wie in 23.)/ nur ba^ jeftt (p^ 
ßetÄ im jweiten Cluabranten liegt, weil b— Ap negatit) iß. — 
3)te Sebingung 20.) befi^r&nft aber an ber obem ®ren}e bie 
SBert^e \)on q> gar nic^t, fo lange r<ip iß; bagegen iß blefe 
obere ®renje bie burc^ bie Oleid&ung 22.) gegebene gunftion 
von r, wenn r>ip, b. ^, wenn r jwifc^en ^p unb b+|p 
liegt. — SWan ßnbet ba^er für biefen gall 



*) ^vA bem geometrtfdS^en ®tanb)}iinfte angefe^en, brüdt ba< Sntegtal 
A. bie ü^afe einer i^ugel and, toeld^e ben Srenn))unfi F §um aJlittelpunft 
^ai, unb bad ^araboloib im ®d^eitel berührt, ^ad Sniegral B. bagegen 
btüdi bie 92affe bea Stüdea aua, \»t\i^t^ bie Dbetftäd^e ber eben gebadjiten 
itugel, bie gi&djie W $(^raboloib0 t)om Sd^eitel bid §n einer ^loeiten com 
centtifdj^en ÄugeljIddSfe (b. 1^. einem ©tücfe berfelben), enblidS^ biefe Untere 
itngel9&d{)e , meldte Ui jur ®ren§s@bene be6 $araboloibd reid^t, felb^ gnr 
®ren)e ^at. IDa« Sntegrol C. enblid{) bri^dPt bie S^affe bea übrigen ^l^eilj» 
be< i(5r)>era aua, toeldjfer let^igebadS^te ^Uix^, let^tgebadj^ie itugelfiftdjie nnb 
nodj^ ben iibrigen Sl^eil ber )>araboloibifdSfett glftdjfe gut (Btvxyt bat. 
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IV. 2f-dx*dydz = / ^LT^ 1 f'hr.^JS)^^'' •Söi9).dg)VdrVdÖ 

@« Uribt abet je^ no<!b }tt bdtoc^tni ein 

©rittet galL — aBerni b>|p aber b<:ip ifr — 
@o lange r )nnf<^en unb \^ liegt, (tnb bie Sßert^e Don 9) 
an ber oberen ©renje (nacb 20.) ganj unbef(^ranft; an ber mu 
teren Orenje bagegen finb pe nur bann ganj unbefcbranft 
(y{0i6i 21.), wenn r<b— |p \% — ©0 »ie aber r ju>if^en 
b— |p nnb ^p Hegt, tritt bie untere ®renje 9, au« 23.) an. 
— Siegt enblic^ r jmif^en ip unb b+|p, fo tritt nic^t 
bIo9 btefe untere ®ren}e q>^ , fonbem au(b no<^ bie obere ®rett)e 
^' au« 22.) auf. — Wan finbet ba^er jefct 

V. -:?f.dx.dydz =^J^{^J^ ^(^y^f(r,^,fl)T*.Sm9.d9>).dr).dÄ 

2)er Slnfonger tDoQe nodb biefe Unterfu^ung mit ber bee 
1. 13. t)erglei(^en, mit »eitler fie Diel analoge« ^at ♦*). 



*) %vA bem geometrif^en ^tanb^junüe gefe^en brü<li ba« et^u biefec 
(breifat^en) 3ntegrale, bie ai^affe eine« jtugelfegmmtd and; beffen ^etd in 
ber begteiigenben @bette Uegt, beffen ^d^e =ip-b i^ unb beffett ^^xitX 
mit bem ^d^eitel beö ^araboloib« gttfammenf&Ilt. ^ad aabere (bretfa^e) 
Sitte^al btücft bagegen bie S^ajfe bed fiBrigen S^^eil« au«, ber »on ber 
fngeligen OBetflddjfe be< eben gebacken Segment«, ber l^araBoIbibtfc^en 
derfUdjfe imb ne^ "otn bem vx ber begrenjenben Qfbene liegenben concen? 
trifdJKn J^rei^ringjlikd begrengt ifl, meldfe« von bem ibtgelfret« nnb Don bem 
Itreife geBilbet toirb, in toeldjfem bie ^oraBoIoibifdjfe DBerfl&d^e )9on ber ge? 
badeten üBene gefdjfnitten toirb. 

**) Sind bem geometrifd^en ©tattb))nn!te angefeten brücft ba« erfbre 
biefer (breifa^en) 3ntegta(e bie SRaffe einer an« bem S9renn)>nnfte F ha 
f(|riebenen ihtgel au«, >o(^€ gerabe bi« jur begrengenben (Sbene reifij^t, aber 
nidiit bi« )nm ^^eitel be« $araboloib«. IDo« nnit folgenbe Sntegrol bviW 
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8. 40. fünfte aufgäbe. . 

©int g, h, b unb p pofttitje ^aljUn, mit) foÜ gefimt)«! 
ttoerten t>le ©umme 

fo xoki man, wenn ber Äfirje wegen 

1) +|/g = a unb 2) +i/h = /!^ 
gefeftt wirb, junÄ^ji fiatt y' unb z', jwei neue SBeranberHc^ie 
y unb z einführen, mittelfi bev ©leic^ungen 
ory' =s y unb /?z' = z , 

fo baf dy'^dz' = —5 »dy-dz 

wirb; tmb unfete gefud^te ©umme 2, tfi nun wenn ber Se^* 
quemllci&feit wegen, , 

3) 4 y . burc^ fx,y,z 

bejeid^net wirb, 

=^ ^•'^fx,y,z-dx.dy.dz; 

^*P y2+z»:;?px, x:<b 

b. ft. biefe neue Aufgabe Ifi auf bie \>on un6 in ben lefttem 
?ßaragta^)^en beljanbelte, jmiicf geführt. 



tie Stoffe eitted concenitifd^en itugelflücfed and, meld^ed t)on ber DUtfiU^ ^ 
bet »orettodl^uten Äuget unb »on einem ®tüd ber DBerfldd^e einer jtoeiten^ 
concentrifd^fen Jlnge!, toeldfie gerabe bid jnm ^d^eihl bed ^arabokibd 
reid^t nnb auf bet anbern Seite ^cn ber Begren^enben dbene oBgefdjwiitm 
n>irb, n)eld^e (Sbene bann bie S3e0rensun9 biefed @tü(!ed ))ollenbet. ^a6 
btttte Stttegral brüdt bogegen bie aWaffe be« nodjf übrigen <Stüdfeö be« Stbxf 
t>ix^ ane, ndmlid^ be6 <BiMt^, M^t9 Mon biefer (e^tertoä^nten ^nqtU 
Tlül^t (Kalotte), »on ber gefammten ))araBoIotbifd^en Dberfläd^e unb t)on 
einem ebenen Stttii ^^in^ftüid begrenj;t toit\>, tt>e(d^e6 lej^tere in ber begrenz 
iienben Qbene liegt unb vm bem .Itugelfreid , fo toie t)on bem streife gebilbet 
toicb , ttt tDeldjfeitt bie begrenjenbe ($b«ne bie )KiraboIotbifdS)e ßbtt^6)i fdbnetbet. 
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Slnmetfuttfl. Slud^ biefer le^tem Slufgabe l&^t {ic^ bte 
geometrif(l(ie SBebeutung unterlegen, 

l)op bfe 9Raffe elnee bucc^ ble ©lei^ung af'^+ßz"^ = px 
geflebenen ?ßataboIotb6, gefunden »erben (off, ivenn foI# 
d^e« t)on einet auf OX fenfte^ten imb t)om ©d^eitcl O 
um b entfernten (Sbene begrenzt ifl unb tctnn bie 3)t(fM 
tiflfeit einer jeben, burd^ x, y' unb 2' gegebenen ©teile, 
im 3nnern (ober an ber Dberfldd^e) be6 Äör^)er6, burc^ 
^..r^' flegeben ifi. 

!Diefe0 ie^ige ^araboloib ifl nic^t me^r ein Umbre^ungd^j^aro^ 
boloib, fonbern ein aQgemeined; bie (Sbene YOX f^neibet fol^ 
cfied in ber bur($ bie ©leic^ung 

e 

gegebenen ^ßarabel, beren ^-Parameter =— ifi, unb beren 

»rennpunft F, von um i--^ abfielt; bie ebene XOZ 

bagegen fc^ineibet bie Dberflöd^e in einer anberen ?ParabeI, voelct^e 
bur^i bie ®leid(iung 

gegeben iji, »eld^e ben ^Parameter ^ ^^*' ""*^ '^^^^^ 93renn^ 

»)unlt F', t)on um i^^ abfielt. Denft man ftd^ eine 

ebene, noelcfie juerji mit YOX {ufammenfadt, um OX aHmalig 
l^mgebtef^t, fo entße^en lauter Parabeln aie 2)utcl^f(|n{tte, 

beren ^^Jarameter nac^ unb nad^i von — J^ y ^^H ^^^^ 

ge^en, unb beren Srenn^unfte fämmtlidji bie Entfernung FF' 

audfuQen; bad ^araboloib ^at nun feinen Srenn^$unft me^r, 

fonbern e^er, wenn man fo fagen tooHte, bie S3renn^?inie FF'. 

2)ie auf OX fenfre(^ten Ctuerfd^nitte bUben nun ni(^t me^t 
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Ärei«^, fonbem eaii)tlf(^e2)ur*fd(imtte, n>elc^c (Sai^)[en für ieben 
fonflanten SBertl^ ^on x, burcl& bfe ©leld&unfl 

gegeben finb , fo baf fte bte falben Sljcen -£^ unl) -|^ oUx 

yP5 unb |/^ ^aben. 

Die 3J?affe biefee allgemeinen 5ßaraboIoibe ifi alfo bae 
— ^fad&e t)on bet aRaffe eineö Umbte^ung«;*^45ataboloibe, 
n>e(dbed butc^ bie ©leidbitng 

yi+zi = px 

gegeben ifi, bejfen ®renj^(Sbene benfelben Sbftanb b t)on l^at, 
beffen 2)idbtigfeit ober an iebev buv^ x, y, z gegebenen ©teile 
iwxäi f^ y z au6gebrfiöt ifi. 

8. 41. ©ecjbjie Slufgabe. 
©oH gefunben werben bie Summe 

tt>Ä]^renb x, -y, z aOe, ber Sebingung entfvred()enben reellen 
SBert^e befommen foUen, — fo fann man bamit beginnen, baf 
man bret neue aSeranberlid^e einführt mittelji ber brei ®leic^iungen 

x' = ax, y' = by unb z' = cz, 

woburc^ dx'.dy'.dz' = abc-dx.dydz 

unb bie gebac^te Summe JST^.y^^^.dx'.dy'.dz' 
= abcX-Sfax^by^cz-dx-dy^dz 

Wirb. — aWan f)at baburc^ bie Slufgabe auf eine anbere unb 
einfai^ere jurfirfgefii^rt *). 



*) 9ltt« bem geometrifdjfen ©tanb^unfte gefeiten btödt bie erjlm ^umme 
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§. 42. @{ef^ente fSufgabe. 

A. S)iefe neue Summe 

-^fax.by,« •dx^dydz 

tfl nun junäd^ß 

unb nod& 5 anbern onoloflen8luet)tü(fenaletc^^; tt>eJI_ 1— x*— y^ 
ber fltöpte fficrt^ t)on z% folfllt^ ~)/l-x^-y» bet Heinfie, 
unb +Vl-x'-y» ber flröfte SBert^ yjon a, ffl. eben fo 
iji x*+y^ am größten unb =1, für z = 0; folglich ifl 
1— X* ber größte SBert^, ben y* (bei bet 8n)eiten antegtation) 
l^ben fann; «Ifo ift -Kl-x* ber Heinfie, unb +l/l-x* 
bet größte SBert^, ben y erhalten barf. — SDer größte SBert^ 
\)on X*, ergiebt fldt fftr y=-z = 0, unb foldter iji =1; 
folglich; iji -1 ber fleinfie unb +1 ber größte SBert^, ben x 
(bei ber britten Sntegration) ^aben fann, — 3)aß enblid^^ x, y, 
z bei ben 3ntegrationen gleic^ie SRec^ite ^aben, baß alfo bie 3n^ 
tegratlonen im ®anjen fe4« mal \)erf^ieben angeorbnet toerben 
fönnen, tjerjie^t flc^ ^on [elbfi. 

B. gü^rt man aber fiatt x einen neuen Seranberlic^en r 
ein mitteilt ber ©(eid^ung 

1) x«+y^+z» = r« , alfo x = il/r^-y^-z», 



tie 9Ra{fe cined (I%foib0 and, ivelc^r« \t\^^vkf bic l^alBen $lfen a, b unb 
c l^at, unb an ber burdSf x', y', z' gegeBenen ©teile, bie 3)ic^tigfeit f^y,^. 
— IDie anbete @nmme bagegen bvücft bie S^affe einer itugel aud, beten 
dtabiua 1 ifl; unb toeld^e ah bet bntd^ x, y^ z gegebenen ©teile bie ^id^^ 
tigfeit t^;^^^^^ l^at. — 3)ie aWoffe be« gebadeten aUgemeinen (glli^)foib« ift 
atfo ba6 a-b*cfac^e bet 9)?affe einet Jtugel, meldte ben Stabine 1 ^at, unb 
beten 2)id^tigfeft on iebet bntdj^ x, y unb z gegelbenen ©teile, =fax,by,c« 
ift, n)ettn bie ^ic^tigfeit bed allgemeinen (Sllipfoib6 an einet butdji x', y' 
unb %* gegebenen ©teile, butdl^ ^7i*,y',tf <tnagebtü(ft ift. 
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fo ifl, wenn man bffferentiirt, 

2) ÖXr = -—==^ 



53cjeic^nct man nun t)m^ 9xJ unl) f^^y^^ bae, wae aue 
ÖXr unb fax,by,cz bcjüfllid& wirb, wenn man ba6 (— ) SBorjeidjien 
nimmt, bagegen burc^i 9x" unb f^Jy^^ ba6, wa6 bejüglld^ 
au« 9xr unb fax,by,c« ^eTDovge^t, wenn man ba6 (+) SSorjet^en 
nimmt, [o i)ai man, weil bte Sebingung x*+y^+z*<l, 
itiii in 

3) r^l 

übergebt, unb r nuv i)0jitit) (ober SluD) genommen werben batf, 
ju jebem SBert^ t>on r aber jwei SBevt^e t)on x, gehören, — 
unfere @umme 2, 






benn eft ^aben jeßt y unb z feine anbere Sebingung mel^r ju 
erfüllen, afö bag x (au« 1.) nicbt imaginär wirbj bal^er ifl 
r»— y« ber größte SBertfe »on z% bei ber erfien 3ntegration, — 
bagegen r^ ber größte SBert^ \?on y^ bei ber jweiten Sntegra^ 
tion, wd^renb, wegen dx = 9xr^dr, ber gaftor dr mit 9x, 
jugleic^^ pojitit) ober negatit) ift. — SBeil aber l^ier allemal 
9xJ = — 9x" iji, fo fann man ben obigen auöbrucf aud^ fo 
f(t)reiben, nämlicb: 
II.... :? = 

wo 9xr nur mit bem (+) SBorjeicben genommen wirb. — 8lud(i 
^ier flnbet man fogleic^ nocb fünf anbere Slnorbnungen be* 3n^ 
tegriren». 
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S. 43. 
%&\fxt man fiatt x un^ y, iroci neue SBer&ntettid^e r unt 
9) ein mittel^ ^ec ©leid^jungen 

4) x = T*Cos(p unt x*+y*+af* = r' 
\>. \). 

5) y = ±Vr».iSi/iy^-z» 

wo r Mo« »>ofttb (ober S^üD), 9 bagegen gtt)ifct>en unb tt 
genommen werben mu^, bamit x unb y aUe t^re reellen SBert^e 
annehmen fonnen; — fo n>frb nun (nad) S- 14.) 

6) dx-dy = — r » m<p ___ .jj..^^ 

WO dq) bur^weg pofitto genommen werben fann, wo aber dr 
mit ber duabratwurjel gugleidb po^th ober }uglei$ negatit) ge^ 
nommen werben muß. — 3« fo ferne ju jebem SBert^ t)on r, 
ein SBertl^ t>on x unb jwei aßertljie t)on y geijören, muß iebet 
98ert^ t)on r, zweimal genommen werben, einmal aber bet 
negati^De SBert^ ber Ouabratwurtel , bad anbere mal ber po^ioe 
SBert^ berfelben Cluabratwurjel; — fo baß einmal bie gunWon 
f(x,ip^)f W€lc^c au« fax,by^ burc^ ©ubfiitution ber SBert^e t)on 
X unb y (au6 4. unb 5.) ^ertjorge^t, mit bem negatitjen SBert^ 
ber Ctuabratwurjel genommen werben muß unb bann burc^ P 
bejei^^net werben fann, ba6 anbere STOal aber mit bem pofttiven 
SBert^ ber Ctuabratwurjel ju nehmen ifl unb bann bur(^ P* 
bejei((>ttet werben mag. — 2)ie ®renjbebingung x*4-y*4-z*<l 
ge^t ie^t wieber in 

7) r^l 

über, fo baß bie SBert^e \)on q> gar wx^t U\<ifx&ntt flnb, fon# 
bem jlc^; über ben ganjen JRaum gwif^en unb n erfherfen, 
bie SBert^e »on z aber nur in fo weit befc(;r5nft flnb, aW y 
b. ^. Vr^.iSmcjp*— z* niclflt imaginfir werben barf, fo baß 
bie Sßert^e t)on z jwifcben — r-Si/iy unb +T*Smq> liegen. 
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SRan flnbet ba^er ieftt 
in. Jr.dx-dydz 

t/o \t/0 \,/-r.Ä»^^ ^ +]/r»^&>i9>^-z^ / / 

wo aber P unb P* anbete 93ebeutungen l^aben, aW in II. 
unb n>o ton fogleicli ble beiben 3nteövale in ein einjigee jufam^ 
mengejogen l^aben. — !Die beiben Sntegvationen mdf (p unb r, 
Knnen flcfi babei in beliebjgei: Stnoibnung folgen, ba i^ve Oven^ 
aen abfolut fonjiant jlnb. 

äBiO man aber ni^^t )uerfl nad^ z fummiren, fonbern tixoa 
juerß nad^ tp^ fo giebt bie 93ebingung, bap y/ (aue 5.) nic^t 

= Z* r=iZ 

imaginär werben barf/fofort Sinq)'^^-^, ^j. ^. Swqp^ — , 

fpojitit) 1 
wo ba« ± Beiden gilt, je nad&bem z T jj^f flebac^t ifl, 

ifcz 
weil — in aßen gÄDen ^)ofttit) bleiben foH unb mup» 

SSejiimmt man alfo (p axA ber ©leic^iung 

:tz f^ofitit) 1 

8) Sm5P= — , je nacjbem z (^^^^j.^j ift, 

fo ergiebt fic^ ein SBert^ (p^ \)on (p, im erfien Cluabranten 
unb nodb ein jweiter SBertb ^— qPi im j weiten Cluabranten; 
unb e« iji bann, ba Sinq>^Sinq>i unb Sinq>^Sm(^7i—q)^) 
werben muf, g>^g>i, aber y^^-qPi} foIgIid{) liegen jeijt 
bie SBert^e \jon 9) jwifdgen 9)1 unb tt— 9),; wo 

±z f^ojttit) ) 

9) 9), ^ Aresin. — , je nac^bem z |„^g^^j^| iP- 

Die gßert^e \Jon z bleiben jeftt unbefdjirÄnft, muffen aber alle 
(wegen x*+y»+z*^l) jtt)ifc^en -1 unb +1 Hegen.— 
^tan ^at ba^er je^t 

16 
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IV. :^f.dx.dy.dz 

n)o n)it jule^t, bcr gtoperen Seftimmt^eit wt^m, 

10) 9» = ^rc Äi/i. — unb 11) 9P2 = ylrc ä//i. -^ 

angenommen l)aben unb n)o itir \t)iet)eium iebeSmal ^ie kiten 
Sntegrale, xocldfc für ben doppelten JBert^ tjon r, ju welchem 
einmal bet neghtbe, iai anbete 2KaI ber pojltbe SBert^ ^on y, 
b. ^. \)on l/r*.S//i9)^— z\ gebort, fx^ ergeben, — in ein 
ein)ige6 jufammengejogen ^aben. 

2)ie integrale nac^ z unb r, fönnen {t($ babei in beliebiget 
JSnotbnnng folgen, mm nur bie Integration nac^ (p, bie erpe ifi. 

SBiö.man nad^ r juetft fummiren, fo ^at man bie beiben 
Sebingungen 

12) r^l u«^ 13) r^^-^ 

junä^fi ju erfilDen. 

2)ie »ebingung 13.) giebt 

^^^ ^^^^' ^^ '^"^^ ^ "^*^^**^ '**' 
unb 

== 4-z 

15) ^>^^f f^ l^"9^ 2 |3ofitit> i|i. 

€e^t man alfo 

16) -^i^ — = ri, tt)enn z negatit) ifl, 
unb 



1 



-4-z 
17) -^ — = r,, wenn z ^oful\) i|i, 

fo liegen bie SBert^e \>on r, 
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jwif(^cn r, unfc 1, fo lattflc z neflÄti» tjl, ober 
jn)if<|en r^ unfe 1, fo lange z ^)o|ttit) ijl. 
Sluferbem (Inb aber nun no(]^ We Sebingungen 

18) ri<l, b. ^, ^^^<1' fo lange z negatb iji, 
unb 

19) r,^l, b. V :^<^ f^ ^««8^ 2 »)ofittei|i, 
ju erfüllen. 

©ummirt man alfo nun jwnad^ji naSf q), unb fejt man bann 

20) q>i= Arcsin.Q—z), Wenn z neg atb i|i, 

21) q>2 = Arcsin.z, tt>enn z ^)ofitit), 

fo liegen qpi unb y, im evfien Cluabrantcn unb man muß 
nel^men 

22) Sing)>Sinq>^, xotnn z negatb 
unb 

23) Sinq>>Smg>^, Wenn z V^ftti^ iil- 
!I)ie SBert^e t)on 9) Hegen alfo 

^wifc^en q>i unb tt— y,, fo lange z negatto ijl, aber 
jn)lf(^en tp^ unb tt— y^, fo lange z jjofttb Ifi. 

ÜJ?an l)at iaf)tx nun 
¥.••• -2f-dx-dy-dz 

SBill man aber iun&d^fi nad^ z fummiren^.fo geben bie93e^ 
bingungen 18.) unb 19.) 

2<— Smgp^ fo lange z negatit) iji, 
aber 

z<4-S//i9),- fo lange z ^)oftHt). - 

16* 
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Qt ge^en ba^er ^ie SSert^e "oon z, t>on —Sinq> hü 0, unb 
iam Mäf Don bi< -{-Sing), n>&^renb q> unbefc^tonft von 
bfe TT gf^t — SWan \)at ba^cv jcftt 

VI. ••• IT-dx^dy-dz 
Jo\J-Sü,AJn +Kr».Sih9)»-z* / / *^ 

»0 icbc«mal r, «nb r, au« ben ©leid^ungen 16.) unb 17.) ju 
entnel^men jinb, unb wo man bfc beibcn Sntegrale naä) y, in 
ein einzige« sufammenjie^en fann. 

8. 44. ' 

gä^rt man ftait x, y unb z, brei wcnc äJec&nbetUc^e r, 
g> unb ein, mittelfl be( ®(et(^ungen 

24) X = r.Coj qp } 25) y = r.Si/i y -Cb* ö | 

unb 26) z = r-/Sm q>>Sm , 

fo fann man r Wo« |3ofttit> obet 9?un, 9) itt>if^en unb n, 
bagegen S jn)tfct»en imb 271; nehmen, um für. x, y, z alle 
teeBen SBert^e ju erhalten. !Die befc^tänfenbe ©ebingung 
3c^+y*+z*<l fö^rt jeftt triebet ju 

27) r^l 
unb man ftnbet ba^et ie^t (nac^ 8- 34.) 

VII.... 2"f.dx.dy.dz 

wenn f^r,^,9) ba« bebeutet, tt)a« au« fax,by,c« l^etuorge^t, wenn 
fiatt x, y unb z bie SBert^e (au« 24.-26.) gefcftt werben. — 
!Dte Orbnung be« Sntegriren« iß ^ier ganj beliebig, fo baf 
np(^ fünf anbere 8lnctbnungen flatt flnben fönnen. 
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S. 45. 

6ie^t man bie Slufgabe ted S. 42. auS bem geometrifctien 
©ejlc^Wpunftc an, fo foU j. S. Hc ÜKaffc einer Äugel gefunden 
tt)erben, beren 9labiu6 1 fji unb wel^^e an ber bur^; bie Äoot^ 
fcfnatenttjcrt^e x, y unb z gegebenen ©teHe; bie 2)fd(;tlflf dt 

3n bet Sluflofung I. gleW ba6 etjie Sntegral nad), z, bie 
ü]?a{fe eined $ridma t^om unenblic^fleinen Cluerfc^nitt dx«dy 
(unb welche« »ir eine matetfelle Sinie nennen mbdfkn)^ 
W>el^e« mit bec Sljre OZ parallel lauft, auf beibcn Seiten i)on 
ber Äugelfla^^e begrenjt ift unb welc^ed |l(^ an ter burc^ x 
unb y gegebenen ©teile beftnbet. — ^k jtveite Sntegration 
nac^ y fummirt bie ÜKaffe aKer biefer 5ßri6men, ml^e i\i einem 
unb bemfelben x geboren, aber ju allen t)erfcbiebenen SSSert^en 
von y; jle glebt ba^er bie ÜKaffe einer ©dfieibe \)on ber unent^ 
lic^Heinen 2)icfe dx, ml^c mit ber Äoorbinaten^^ebene YOZ 
i>aranel läuft unb beren Sage burc^i ben Slbfciffenwertl^ x, ge^ 
geben Ift. — Die britte Sntegration nac^f x, fummirt enblidb bie 
SWaffen aller biefer Scheiben, tvie fte bie ganje Ä'ugel erfüllen. 

Der bann in ber Oleidfiung 1.) eingeführte neue Seranber^ 
lid&e r, Ifi ber Slbfianb beö *4?unfte6 M, an tt>eldbem [x^ ba6 
Äotper^eiement beftnbet, vom STOittetpunft 0, ber Äugel. Der 
^unft M iji nun gegeben burdfi bie brei neuen Äoorbinatenwertbe 
r, y unb z; b. ff. er wirb jeftt al6 ber Durd(;fd&nittepunft 
angefe^en, ber mit r au6 befc^riebenen ^gelflacbe unb 
jweier'mit XOZ unb XOY paralleler unb von lefeteren bejfiglic^ 
um ±y unb ±z abfleljenber ©benen. — Da« je^ige Äörper^ 
Clement, beffen Sn^alt = 9xr -dr-dy-dz ifi, wirb gebilbet 
burc^ jwei Äugelfläcben, weld^e bie SRabien r unb r+dr baben, 
tt>el4?e in bem Keinen Umfange be6 Elemente al« jwei mit ein^ 
anber parallele unb um dr von einanber abfte^enbe (Ebenen an^ 
gefe^en werben fonnen, von benen bie eine an ber Stelle M 
eine JJangentiaWSbene an bie fleinfte biefer .^ugelfläd^en ipr— 
bie übrigen Orenjen be« Ä6rper*(SIemente« finb jwei 5jJaare mit 
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einan^et unb bejöfllid^ mit XOZ . mt> XOY ^)atanelet ttnb "ocn 
leiteten bejöglic^ «m dby itnb =ty+dy/ fetnet um ±z uiib 
±z+dz entferntet (Sbenen. S« ijl t)ie« ein \6)k\t9 ^axaUiU 
et)lpet)um, Neffen ®runbflä(^>e bcnSn^U dydz ^at unb beffen 
^o^e =±8xr.dr ip, natfitllc^i ni^^t neflatte. — 3n bem 
3iefultate II. gtebt t)ie etpe SnteflraHon (nad& z) ble SWaffe einer 
matetieDen Ätei«linie, beten mit XOY j)ataBelet Cluetfc^nitt 
übetaH benSn^alt ±9xr»dndy ^at unb ju welket übetaU ein 
unb betfelbe SBett^ ^cn r, unb auc^ ein nnb betfelbe SBett^ 
^on y ge^ott, bie alfo t)on ben beiben t^otgeba^ten Äugeipfi^en 
unb t)on ben beiben tjotgebad^ten, mit XOZ pataOelen ebenen 
gebilbet tvivb, nnb n?el(^e mü) bet Äugele Dbevflddtie flebogen 
Ilnf« bie l^albe unb tc^te bie l^albe ^Ußel (mit bem SRabiu« r) 
umläuft, »ci^tenb föt bie eiemente bet einen ^alfte bie 3)i4l^ 
tigfeit P, füt bie (SIemente bet anbeten ^Älfte abet bie 3)i(5* 
tiflieit P' befielt. — Die jweite Sntegtation in II. (nac^ y) 
fliebt nun bie aRajfe bet Äugelfc^ic^t, welche t)on ben beiben 
»otfleba(^ten ^ugelfläc^^en gebilbet tvitb imb beten 2)i(fe dr i^ 
— 2>ie btitte Sntegtation (mä) r) enbli^ giebt bie aRajfe bet 
ganjen Äugel, beten JRabiu^ = 1 ifi. 

3m S. 43. ifi bet neu eingefü^tte Setanbetlldfie q>, bet 
SBinfcI MOX, unb r bie ©ntfetnung OM. — 2)a« Jeftige Äöt^ 
!|)et^(5lement, beffen Sn^alt^ = ±(9Gr-9H.^-9G^.9Hr)-dr.dqp-dz 
ifi, ifi gebilbet i>on ben beiben t>otettt>a^nten ÄugelflÄc^en, t)on 
jtt)ei Segelflächen, beten ©eiten mit i^tet gemeinfd^aftlitben 8ljre 
OX; bie 28infel y unb q>+d(p bilben, unb ^on ben beiben 
tjotetwä^nten, mit XOY ^jataltelen ebenen; a\\^ biefe6 eiement 
fann, tt)eil aKe feine 3)imenftonen unenblidbflein finb, aW ein 
fdbiefee 5PataKelepi^)ebum angefetjen, unb au6 bicfem ©ejic^te* 
pmlt betec^net wetben. — 3n bem 9iefultat III. giebt bie etfie 
3ntegtation (nad^ z), bie SRajfe einet materiellen Äteiölinie, 
»elc^ie ben ?Rabiu6 r-Ämqp fjat unb beten ebene t)om SRlttet 
fünfte 0, um ±t*Cosq> ab^ unb fenftec^t auf bet 8lye OX 
fie^t, beren 2)ic!^tigleit enblidj^ in bet einen ^dlfte but(^ f', in 



S, 45. S>txiU Ue»ttn0. 247 

Ut anbem »&ÄIfte atet buvd& C^ awi^tixüät Jß. — 2){c imitt 
Sntegtotlon (na4> 9>), fliebt wleberuw bfe a»af[e bet ^«flcl[*i(|>t ^ 
jW)i[((^en ben belben mit r unb r+dr bcfcbriebenen .Äuflelfla4im. 
— , iCie bntte 3tttf9ration (na* r), giebt bann bu SWaffe bet 
ganjen Äuget, beten Äabiu« ^ 1 i^ 

SSoQte man ba0 )tt)eite mal nacli r integmen, unb bann 
etfl nacl q>, fo tt>ucbe bk jweite Sntegration bie SKaffe einet 
4tt)if<^en ben jwei oben ewaljnten ÄegeU SRantcIn llegenben 
©d^liibt flcb^n, bie jtd& ^om 3Ritte(j?unfte bi« jur OUxfli(S)t 
ber flanken Äugel eijitedt, wal^renb bann bie btitte 3ntegratiott 
(nac^ tp), bie gumme itv SWaffen aKet biefet Äegelfi^ic^ten 
t>on (gp = an biö ju y = tt ^in, b. \). abetmal« bie SWaffe 
ber ganjen Äugel, giebt 

2)a8 JRefuItat IV. befielt au« jwei bteifa^en Sntegralen 
(elgentlicti axL& »letcn, \)on benen aber je jwei in eine« jufam^ 
mengejogen werben jinb). 3n iebem bicfer beiben 3:^eil^ giebt 
bie erjle 3ntegratipn (nac^i y) bieSKaffe einer mateueUen Ärei«:^ 
Unie, beren (Ebene mit ber ebene XOY ^cxxaM läuft, unb im 
erjiern (breifadb^u) Sntegral auf ber negativen Seite ber z liegt, 
im anbern (breifa^en) integral aber auf ber pofttitjen Seitr 
berfelben, wa^^renb auf ber ©eite ber negativen y, bie 2)i(^tig^ 
feit einer jeben @leHe Wx6) P, auf ber jjofititJen ©eite ter y 
aber, buriäb P' au«gebrö(ft ift. — Die aweite Sntegration 
(nac^ z) giebt bann im erjiern (breifadben) 3ntegral bie SKajfe 
ber untern, im jweiten (breifadben) 3ntegral bagegen bie SKaffe 
ber Obern falben Äugelfel{fidtt, rnlcfce jtvifdbfn ben mit r unb 
r+dr befdbriebenen Äugetfla(6en liegt. — 3)ie britte 3ntegration 
<nadb T) giebt bann im erfievn (bieifac^en) 3utegral bie SKajfe 
ber untern, im anbern (breifac^en) 3ntegral aber bie SRaffe 
ber Obern ^albfugel. 

{ßertaufdjite man bie Drbnung ber jvoeiten unb britten 3n^ 
tegration mit einanber, fo »örbe bann bie jweite 3ntegratiott 
nac^ r, bir ©äffe einer mit XOY ^araHelen tjon letzterer €bene 
um dbz entfernten Ärei«f(i^eibe «on ber S>i(fe dz geben, beven 
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»atfu« = Kl-z* ip, wa^renb bann bfe dritte 3ntegratfon 
,(na(|> z) toiebentm We SRaffe bet belben ^albfugeln geben 
tofitbe. 

3n bem Slefultate V. giebt ble erflc Sntegrafion (na^ r) 
in jebem bet beiben ©ummanbcn bie SWaffe einer aber ^W^r* 
boUfc^en (matetieKen) ?inie, beren (Sbene mit ber Sbene XOY 
pataUtl läuft unb t)on leitetet um itz entfernt ifi, unb beren 
eine ^dlfte an ieber ibrer ©teUen bie 2)i(btigfeit P, beren am 
bere ^älfte aber bie 2)i(btiftfelt P f)at, unb beren ©(^enfel bi« 
)ur Dberpä(^e ber ganjen^gel rei(^en, beren ätabiud = 1 ift 
— 5)ie jweite Sntegration (nac|^ q>) giebt bann bie aRaffe einer 
au« allen biefen neben einanber liegenben ^9)>erboIif(ben (mate# 
rieOen) Sinien gebilbeten ^reidf(beibe, tvelcbe bie !Di(fe dz ^at, 
mit XOY paraUet lauft unb t>on um ±z abfielt. — Die 
britte Integration giebt bann bie üRaffen ber beiben ^a(bfuge(n 
»ieber. 

3n bem JRefultat VL giebt bie erf^e 3ntegration (nat* r) 
n>ieber bie 9Raffen ber vorerwähnten bW^^'^'^Ufcl^en (materieOen) 
Jinien; bie ixocitt Sntegration (nac^i z) giebt bann bie ©umme 
ber SKaffen afler biefer ^^perbolifcben ?inien, beren Sbenen längd 
eined unb beffelben Kegelmantel« aQe mit einanber ))aranel 
laufen, b. f). bie 2Rafl[e ber falben Äegelj^lcbt, welcbe bie bei* 
ben jtegelmäntel mit einanber bilben, beren Seiten mit ber ge.< 
meinf^aftlic^en «ye OX, bejiigli^; bie SBinfel (p unb q>+dq> 
bilben. — !Bie britte 3ntegration (nacb fp) giebt bann »ieber 
bie SWajfen ber beiben ^albfugeln, welche [0^1 aI6 bie Summe 
biefer falben Äegelftbiibten betra(^tet flnb. 

3m 8. 44. l^aben r unb g> noc^ biefelbe geometrifd&e S5e/ 
beutung, wie im S. 43.5 ber neue SBeränberlicbe S iji aber ber 
SBinfel, ben bie gbene MOX mit' ber ebene YOX ma*t. — 
3)ie erfte 3ntegration (nad^ r) in bem JRefultat VII. giebt nun 
bie SWaffe einer \)ierfeitigen ^ß^ramite, bie i^re ©t>ifte in 0, 
unb i^re ©runbpäc^e in ber Oberfläche ber %gel l^at, wä^renb 
bie Seitenflächen einerfeit« jwet Segelflächen jinb, beren Seiten 
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mit OX bcjfifllic^ ble SBlnfcl 9 unfc 9>+<l9> Wlt)cn, — anhet^ 
feite aber jwei ebenen, welt^^e mit YOX ble SBlnfel 9 unb , 
e+de blUen- — 2)le jwelte Integration (nac^ q>) glebt ble 
SWajfe be« t)on ben lefttget?a(^ten ebenen gebllbeten äuefdönltt« 
ber Äugel. — 35le brüte Sntegratlon (nac^ 0) enbllc^i glebt ble 
©nmme ber SKaffen aller biefer SSuSfc^nltte, b. \). ble SWajfe ber 
ganjen Äugel. 

i^&tk man alfo ble »nfgabe be6 8. 42. aM bem geome^ 
triften ©tanbpunfte gegeben unb, au« bemfelben angefe^en, bei 
ben tjerfd&lebenen ^oorblnaten^S^pemen x, y, z, ober r, y, z, 
ober r, y, z, ober r,%e auö) ju löfen \)erfuc^t, fo tt>ürbe 
man genau ju benfelben JRefultaten gelangt fein (I.~VII. ber 
SS. 42.-44.), JU benen man auf bem rein anal^tifc^en SBege , 
berette gelangt i(i. "Sllan f)&tU aber bann ble. 3n^lte ber 
jebeemallgen Äör^)er*eiemente ebenfaHe auf geometrlfciem SQSege 
berechnen mujfen unb ble« würbe nur nad^ lleberwlnbung man^ 
(f)tx ©(^wlerlgfelten gef^ie^en fein. 

Slnmerfung. Die In ben t?orllegenben brel Hebungen ht^ 
trachteten Setfplele unb ble aufgeftellten Jel^rfä^e, reii^^en t)oU^ 
fianblg aue, um ben 21nfanger In ben 6tanb ^u fe^en, auc6 
in ben gällen, n)o Summen auejubriicfen ftnb, wie j. S. 
-^fx,y,a;,u*dx-dy»dz»du, ober -S^xy^z^o^^-dx-dy-dz-du-dv, ober k., 
wä^renb ble SSeranberlld^en In beftlmmte unb gegebene ©cenjen 
eingefdblojTen |inb, — ble not^lge S^tglieberung \)ome^mett unb 
ble tjlerfadben, fflnffa^en ic, Sntegrale angeben jufonnen, aue 
benen flc^ blefe Summen, bei j[eber beliebig gewählten Slnorb/ 
nung ber ©ummatlon, jufammenfeften lajfen. 

3n blefen leftterwa^nten %äMx l|i ee aUemal unmöglli^, 
ble Slufgabe aud^ aue bem . geometrlfd^en €tanb!punfte anju^ 
fe^en unb ju lofe», unb man würbe jidb ^l^^ «Ifo g^tij t»er^ 
lajfen feigen, wenn man eben nl4t In ben einfacheren fallen 
erlernt l^&tte, aOe blefe Slufgaben aue b^m rein anal^tlfc^en 
©tanbpunfte mit bem gewunfcl)ten ©rfol^e ju bemänteln. 



250 S)rttte Mttid. $. 46. 

9ibtt ani^ in tm Itci rinfac^etm %iütn, Xöo 6ummcn »on 
ba Sorm 

2fx«dx, 2'fxy-dx*dy unb -f,y,.dx«dy»Hz 

inSntfflrale au^gebröcft werten foflen, fonnen unb a^erben gäUe 
eintreten, n)o mir eine rein analptifc^e l&e^anb(ung allein mog^ 
lic^ ifi, j. 8. tt)enn 





- 


a.-3f^..dx'; 

X'» ^b 


ober toenn 






^f,,y.dx*dy 


:5S 


a*Jfx,gydx»dy'; 

y''<p», x^b 



ober 



-3fx,y»dx»dy = ab--3fax',by'*dx'»dy'; 



ober wenn 



ober 



ITx^y^a'dx-dy-dz = ab • -2'fx,ay'.bz-dx*dy'.dz' ; 



•S" fx,y,2*dx-dy«dz = abc«^fax',by',ca'»dx'nly'-dz' 

xa ' vS z> — . — 

— -^^-^— :<i xa-f-y^-hz'» :< 1 



flefunben werben foD, — ifi folc^e« nur auf rein anat^tif^em 
SBege möglich; fo wie it6er^au)^t aUemal ba, wo neue 93er&n^ 
berllctie eingeffl^rt werben, welche mit ben alten SSeranberlic^en 
ni4;t in einem feieren 3uf^tnmen^ange flehen, baß erftere ali 
neue Äoorbinatenwert^e beffelben ^^J^nfte^ angefc^en werben 
fonnen, ben bie alten SSeränberlid^en geben, im gaUe foI(^e alt 
Äoorbinatenwert^e angefe^en werben, unb aW folcbe au^ ange^ 
\c\)tn werben fonnen. 

$.46. ^Dritte allgemeine 'aufgäbe. 
aBoUte man aber, im galle j. ®. 
^fx.y,i,fdx*dy«dz*dl 
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gefunb^n n)etben foDte, flatt aUer tiet äSet&nbetlic^en t)ier 
neue Setänberlic^e r, q>, tp uni B einfuf^ren, fo müfte man 
wiebev au8 ben in bet „SJortereitung" ju 8. 14. flav bargcleg* 
ten ©rönben, einen nadfi bem anbetn einführen. 
SBären alfo gegeben ble "oUx ®Ieid(>unflen 

1) X ^ Gr,<p,4,,9j 2) y = ^T,^,4^,9y 

3) z = Kr,4,,^|.,ö unb" 4) t = Lr,,^^^^,$, 

fo tt)ärbe man au8 ben \)ier ©lefctfungen 1.— 4.) bie 93evfinber^ 
liefen (pj tp unb ß ellminivt ^ä) benfen, unb g. S. x, in r, y, 
z unb t au6flebrü(ft ßefunben; ble6 gdbe ble ©lelc^ung 1.) unter 
bet SSorau^feftung, baß (p, \p, 6 bie gunftlonen von y, z unb t 
voiiiellen, wl^^ bie ©leid^ungen 2.-4.) ^ibentifd^ machen. 
Diefe ©leic^ung unb ble bvei iibvigen (atö na^; allem r, iben^ 
tifc^e angefe^en), geben aber, tvenn man jie nac^ allem r blffe^ 
renjllrt, 

5) 9xr = 9Gr+9G<^.9(]r>r+9G^-9i//r+9G5.9ö, 
unb 

6) = 9Hr+9H^.9yr+9H^.9i//r+9Hs.9(9r 

7) = 9Kr+9K<^.99)r+9K^.9i/;r+9Kö.9ör 

8) = 9Lr+9^.9yr+9^.9i//r+9Lö.9ör 
unb man \)at bann nod^ 

dx = 9xr • dr 
unb 

9) ^T.dx-dydz.dl = -^f.9xr-dr.dy.dz.dt. 

^ietauf fu^tt man flatt y, bie burc^ bie ©leid^ung 2.) 
gegebene gunftlon t)on r, q>, y unb z ein, inbem man ^6) 
unter tp unb ble gunftionen t)on z, i, r unb q> benft, welc^ie 
bie ®lei(!tiungen 3.) unb 4.) ibentifcj) ma^^en. iCijferenjiirt man 
nun bie ©leic^ung 2.) au6 biefem ®ejt(^(tepunft md allem q), 
fo wie anä) bie ©leic^ungen 3.) unb 4.) (afö nac^i allem y, 
ibentifc^e), fo erhält man 
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10) 9y<^ = öH^-f 8H,^-8V'.^+ÖHfl.8ö^ 

11) = 8K^+9K^.9i/^^+9Kfi.Sö^ 

12) = bL^+dL4.'dip^+dU-de^ 
m(t> man ^at bann noc^ 

dy = By^-Aq> 
iinb 

13) Jf.dx.dydz.dl = -2f.9xr-9y,^-9r-dqp.dz.dt 

hierauf ful)rt man ftatt fce« Sßeranbevlid&en z, fcen fcrUtm 
neuen SBeränbevlicJ^en ip ein, mfttelfl ber ©leic^ung 3.), inbem 
man ftc^ fiatt B bie gunftion*\)on z, r, qp unb t// gefegt benft, 
weld6e bfe 4.) ibentifcfi mad^t. 3)ifferentlirt man bann bfe 3.) 
«nb 4.) aM blefem ®efl(^(t6punlte nac^ allem xff, fo et^&It man 

14) 9z^,= 9K^+9Kö.9Ö4. 

15) = dL^^+dU^m^, 

unb 

dz = 9z>^«di//, 
fo wie 

1 6) :?f.dx.dy.dz.dt = ^f.9xr.9y,^-9z^^.dr*dy.di//.dt. 

Buleftt wirb e mittetfi ber ®(ei(^unfl 4.) ftait l eingeffi^rt 
unb bieff liefert 

17) 9t(, = dU 
unb 

dl=.9Lrd^, 
fo tt)ie 

18) ^f-dx.dy.dz-dt = 2f.9xr*9y.^-dz^i..dtö.dr.dqp.dtp.dÖ. 
eUminirt man nun au6 14.) unb 15.) dS^] femet au« 

10.), 11.) wnb 12.) 9V'.f> unb 9ö^; juleftt aber au6 5.-a) 
9<pt, Öi//r unb 9ör; unb fub^ituirt man bann bie fo gefun^ 
benen SBertl^e t»on 9xr, 9y4, unb 9z^^ fo wie aud 17.) ben 
für die gefunbenen SBert^ in bie (Sleicbung 19.), fo erhält man 
jiatt bed ßlemented »on .^f-dx-dy-dz-dl, ba« neue (Sfement 
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tDon '3f«8zr*8y4»*8z>f.«dt«*dr*dqp*dV^*dt, ober it^t b(o0 in tie 
Slbteituttflen bn gegebenen Sunftionen G^ H, K unb L, nad^ 
i^ten einjetnen Serdnberiic^en t^ q>, ^ m\> genommen, anif 
gebtötft. 

JBetfolflt man aber tiefe Elimination mlttelji Der SWet^ot^e 
ber ÜJ?u(t{p(ifatoren, fo fann man ficb äberjeugen, baf berbritte 
gaftor 8z^ (bee ^robufte 9xr^9y^»Öz>^.8te) 
= ... 8K^.9Lfi— öL^.SKj tt)irb, baß alfo dz^ eine SSrud^^ 
form annimmt, beren 92enner ber ))tevte gaftor dt^ be« obigen 
5ßrobufte iji, baf alfo 

8z,|^.8l$ = öK^^.SLö -8L^.8Kj 

tt>irb; baf bann Sy^, »ieberum burc|^ eine Srnd^form au«ge^ 
brüift gefunben »irb, beren 9?enner gerabe biefer fo eben för 
öz^.8tj gefunbene »uebrucf i(i, fo baß bae 5ßrobuft 
Öy^•8z^^•8tfi ein aud 6 ©Hebern jitfammengefe^ter 8lu6brucf 
ifi, beren iebed ein ^ßrobuft ^on brci !I)eritjationen ber brei 
gunftionen H, K unb L, nacb einem ber brei neuen SBeränber* 
lictien q>, xp ober genommen, wirb, — wfl^renb brei biefer 
©lieber abbirt, breie aber fubtra^irt |tub, fo bap man finbet 

8y<^-8z4,.8tfl = 

8H^.8K^.9L9-8H^.8L^.8Kj+8K^-9L./,.8Hfl--8K^.8H^.8Lö 
+9V9H>|..9Kfl-9V9K>^.9Hö ♦)', 

bap enblic^i für 9xr eine SBrucbform gefunben wirb, beren Slen^ 
ner ber fo eben für 9y<,,.9z,^.9ld gefunbene airtbrucf ift, wä^^ 
tenb ber Riffln ein aud 24 ®Iiebern jufammengefe^ter Slu^brucf 



*) Set oben ffit dz^-dt^ gefunbene Sludbrud i^ betfetbe, toeld^er 
nadf (. 14. ffit V gefunben loirb, tDenn man flatt bet bottigen x unb j, 
)tDei gnnftionen K unb L ^en v^ unb ^ feftt unb nun dx*dy = V.dV/.d^ 
^etfteHt. 

IDet ffit 9y^*dz^.9^ ge^bene ftu^btuif ifl bagegen genau betfeOe, 
ben man nadjf %. 37. ffit W etl^aften tofitbe , toenn man ßaft bet bottigen 
Xr y tmb s, btei Sunfttonen H, K unb L von t/', v^ unb ^ fej^te unb nun 
dx«dy*ds s W«d7 •di//*d9 i^etflfUte. 
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»üb, \)on bnten 12 oWitt, 12 fttb(t(t^irt jinb, unb beten jebe* 
ein $tobuft ))on 4 !£)ettt)aHonen bet gunftionen 6, H, E nnb L 
na^ einem bet 4 neuen SerdnbetHd^en ifl; — fo baf eBen 
biefer Basier D, allein ba6 xft, tt)a« für ba6 flanje $tobiift 
&Xt*BY^^d%4,*BU ß^fw"*«" W)itb. ÜWan et^Ält ballet für biefe« 
(entere $robuft ben Sludbrud 

D = 9Gr"9H,^'9KN^*9L5 — 9Gr*9H(^*9L^^*9K0 . 
+9Gr-9K^*9H>|..9Lö~9Gr-9K<^.9L^.9Hö 
+9Gr-9L^.9H^.9Kö-9Gr-9V9K^.9He 
+9Hr.9K.^-9L.^.9Gö-9H,.9K^*9G^f-9L5 
-|- 9Hr»9L<^*9K>|/«9G$ — 9Hr«9L,^»9G>^«9K5 
-i-8H,.9G,^.eK+.9L,- 9Hr.86+.8L+.ÖK( 
+ ÖKr-8L+.8G,t .9H, - 9K,.9L^.9H^.9G» 
+9K,.9G^.9L^.9H,-9K,.9G^.9H^.9L, 
-(-9Kj*9H4,«9L>^»9G$ — 9Kr«9H4f,«9G>^«9Lß 
4- 9Lr-9G^.9H^*9Kö- 9Lr*9G4,.9K^.9Hö 
+9Lr•9H,^•9G^^.9Kö - 9Lr-9H^.9K.|..96e 
+ 9L,.9K^«9G^|,.9H9-9Lr'9K4,-9H.^.9G9*). 

2)iefer auöbrucf D, mit dr-dy-di/z-df? multi^)licirt, tp nun 
bcm ^4J^obu!te dx*dy-dz»dl QUid). 

^iil^rt man bie neuen aSeranberllc^en r, (p, tp m\> 9 nad) 
unb mdf ixoax, aber iebe«mal In anberer Orbnung ein, fo tt)itb 
man eben fo oft ba« obige 9Iefultat erhalten, ald man au<| 
baffelbe 9tefultat jtoar, aber iebe« ®Iieb mit bem entgegenge^ 
festen SSorjeicI^en er^It. ^an mufba^er bem ®an)en no(^ 
ein ± ^dä)tn t)orfeften (wie im 8. 37. unb im S. 14., in jebem 
befonberen gaUe aber baSjenige . ber belben SSorjeld^en nehmen, 



*) ffflan et^It biefen Slu^btutf auf me^antf(^em Sßege , ttentt man {{«^ 
Gr Hr K^ L im Greife gcfc^rieBen UnU, bann {eben bet ))iet SBui||flttBen 
»otanfe(t, btt brti im jtreife «iJbtt fold^n^^ft i» duttt ^Dtbnnnd auf alle 
m5dtidJKn «irten ux\ti^i, bann iebem, 9 »ot? vnb r, «r^ V^f ^ immer i» 
berfett>en Orbnung, redj^td untere fej^t; jule^ ober bie fo erhaltenen 9Ueber 
mit abtoed^felnbem ^orjeid^en nimmt. 
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»oelij^eft itn SKu6brud ))ofith> ma^t, bamit man au(!^ dr, d^^, 
d^ unb d9 aOe, ))o{ith) [xät tenfen fonne *). 

Slnmerfung. S« Iji nun fe^r Iei(3&t, ba« neue Glement 
crnf ganj mec^anlfd^em SBege ft^ ju bitten, ttjenn fiatt n alter 
SSeranbevIid&en, n neue SBeräntevIic^e eingeführt werben. 

^at man j. 33. ^f*dx«dy*dz*dt*du 

t = ^r,t,<p,^,$ f fo wie u = ^Tji,^,^fi 

gegeben, fo würbe 

Jf-dx«dy»dz«dUdu = ^f«D-dr»ds-dy«di//-dÖ 

ftc^ ergeben, wä^renb D auf fotgenbe SQSeife benimmt wirb. — 
"SRaxi benft ftc^ G, H, K, L, M im Äreife gcfc^riebcn, bann 



*) $)ettft man jtd^ feie i olgeBtaifd^en einfachen ©Wd^migeti 

a,x+biy+CiZ+d,t = e, 

ajX+bjy+CaÄ+d^t = c» 

a3X+b3y+CiZ+d3t= e, 

a4X+b4y-f-C4Z+d4t = e4 

na(^ ben t)iet Unbefanttten x, y, z unb t aufgel&fi, fo eri^ält man für x, y, 
c unb t, $Ytt(^fcrmen, berenS&^ter and 24 ©liebem Beße^en unb bie einen 
gemeinf(^aftli(^en 9>}enner l^aBen (n>eld^er bie5l)eterminante genannt ta>itb), 
bev eBenfaHd aud 24 (S^Iiebern Befielt. ^e|^t man nun In biefer iititt^ 
minante 



9aH 


a,^ hx, C|, 


d,, 


Bg, b)^ Cj, d,. 


bejüglidjf 


9Gj, ÖG^, ÖG^» 


ÖGg, 


8H,, 8ö^, 9H,|,f ÖHg, 


^att 


«a # b j » «j » 


da, 


»4^ t)4, C4, d4, 


Bejüglid^ 


ÖKyf ÖK^, ÖK^, 


8Kö, 


8Lj., ©L^, 9L^, 8Lg, 



fo erl^&It man ben obigen ^ludbtud D^ enttoeber genau fo, ober iebed ®Iieb 
mit bem entgegengefel^ten 93otjeidj^ett. - ^ie Determinante felB^, fann fd^on 
(iit anbermat mit bem entgegengefe(^ttn ^^orseid^en gefimben totrben, n>eiC 
ein Sntd^ feinen SBertl^ nid^t änbert, koetm man im A^Ux unb ivx 9{ettner 
alle ©lieber mit bem entgegengefel^ten ^orjeid^en nimmt, -r- Der 93etoei0 
)9irb ebenfo geffil^rt, toie ber be6 analogen ®a(<4 iit ber 9lote ju 9. 37* 
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na($ unb na<$ ieben klefet 5 Su^flaten }uerß genommen, bic 
4 äbrigen aber, in feet Dtbtungi wie lie Im Jtteife folgen, 
auf aUe (24) «rten örbnung«mdßig tjerfefrtj in bfefen 120 ®lie^ 
bem iebem biefer 93ucl6jioben 8 tjorgefefrt, unb r, s, q>, xJj^ 6 
fieW in berfelben Orbnung ben 5 Sud&iioben G, H, K, L imb 
M, in toelc^et SInorbnung fte auä) ))orfommen mögen, in jebem 
©liiebe beafiglic^ re^ld unten angehängt, bie ©lieber bann mit 
abwecbfelnbem (+) unb (— ) 3^i<^^« genommen, julefet aber 
bem ganjen auWrud no^ ein ± 3eictien t)orgefeftt, — um in 
jieber einjelnen 3lnn)enbung D unb fomit auc^ dr, ds, d^, dip 
unb d^ aUe, po^tl'o nehmen ju fonnen. 

8. 47. 

3n fofg^nben gnllen, — unb bie« jtnb i^äuftg \)orfommenbe, 
unb bei Elementen mit me^r a\i jwei 2?eränberli(^en, meifl bie 
^)roftifc^ allein bur(!^jufu^renben, — geftaltet fid^ bie Slufftnbunß 
ted neuen ©lemente« bei Sinfil^irung neuer SBeranberlid^en, voie 
folc^e in ben 8. 14., %. 37., 8- 45. unb 8. 46. fiatt gefunben 
l)at, \)iel einfac^;er, m\l ed ftnb ba^er biefe nac^jie^enben gdfle 
befonberd ju be^erjigen. 

A. Der allereinfadbfie gaU iji ber, wo bie neuen SBeram 
berlic^en, baburc^ eingeführt toerben, baf man ftatt ber alten 
aSeränbetlici^en, gunftionen Je eine« einjigen ber neuen aSer* 
Änberlicben einführt, loie bie« bei gwei aSerdnberlidb«« bereit« 
im 8. 14., unb bei brei SSeränberlid&en bereit« im 8. 37. bemerft 
n>orben unb in ben 88. 17., 18., 20., 40. unb 41. audb bereit« 
in Slnvoenbung gefommen iß. , 

^at man j. 93. .:5'f.dx-dydz*dt )u beftimmen unb wirb 

X ~ Gr, y = H^,, z = Kv|. unb t = U 

gefegt, wo 6, H, K unb L blo« gunftionen be« einzigen ber 
\>m neuen 9Seränberli(t>en r, g>, \p, jtnb, ^ ben man unten 
angelangt {ie^t, fo ^at man augenblicflic^ 

dx « 8G,.dr, dy = ÖH^.dy, dz = dK^^iip Uttb dl =» 9L^*d» 
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folglich auc^ ■, 

^T.dx.dy.dz.dt => 2'f.9Gr-9H^.9K^.9Lö.dr-dy-di//.d/!^. 

llnb in ber 3:^at jeigen ftcft aud^ ie^t bie fibtiflen 23 ©liebet* 
be6, im 5ßavagva!p^en fuv dx-dy.dz.dt gefunbenen auöbvucfd, 
ber 9Jull gleich, weil in jebem biefev ©lieber minbeftend eine 
bei* 2)e«t)ationen, welt^e bie gaftoten bejfelben bilben, bei 9?uU 
glei* iji. 

B. ein anberer einfacherer gaU finbet ftatt, mm ftatt 
jtt)ei ber alten SBeranberlic^en gunftionen jweier ber neuen 
aJeranberlic^en, Htt ber übrigen alten SBeränbevlic^en aber nur 
gunftionen eine^ einjigen, (unb jebeömal eine6 anbern) ber neuen 
aSeranberlidfeen fubfiituirt tverben. 

@cU j.,S3. ^f*dx.dy«dz benimmt werben, unb fü^rt 
man bie brei neuen aSerdnbetlidb^n r, rp unb 9 fo ein, ba$ 
man j. 33. 

X = Gr , aber y = ü^,e unb z = K^,^ 
nimmt, fo ^at man fofoit (nad^ §. 14.) 

dy.dz = 9H^.9K5-9K^-9H9j 
unb no(^ dx = 9Gr*dr; 

folglich 

-2f.dx.dy.dz = -3f.9Gr(9H^-9Kö~9V9Hö).dr.df/).d<^. 

Unb in ber J^at werben bie t>ier übrigen ber 6 im %. 37. ge^ 
funbenen ©lieber in bem ?lu6bru(f jur 9ledbten, Jeftt ber 9tnü 
glei*. 

Die weiteren einfacheren gdlle, bie noc^ gebacfct werben 
tonnen, jlnb aber baburd^ augenfällig gemacht. — Der allge^ 
mcinfie gall bürfte bei mefer al« brei SBeranberlic^en faum je 
t>on irgenb einem praftifc^en- Stuften .fein. • 
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